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Abstract: In the topological dynamical system, by studying the sensitive dependence 

of the initial value of the function, using the knowledge of topology and dynamical 

system, we guess and prove whether it can be transferred under the topological 

conjugate, find the compactness of the domain to be defined, and give the proof 

process.
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摘  要：在拓扑动力系统中，通过对函数初值的敏感依赖性的性质的研究，利

用所学的拓扑学和动力系统知识，猜想并证明其可否在拓扑共轭下加以传递，

发现需要定义域的紧致性，并给出了证明过程。
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1  引言

1975 年由李天岩和 York 第一次用数学语言刻画了线段上连续自映射的混沌

现象，现在混沌的概念已经广泛被应用到各个学科，动力系统的研究已经越来

越受人们关注和重视，但迄今为止混沌还没有一个完整统一的定义。 关于拓扑

动力系统混沌形态的研究可以追溯到 Ruelle 和 Takens，他们认为混沌的系统便

是对初值敏感依赖的传递系统。 李天岩和 York 则认为一个系统中如果有一个不

可数的攀援集（scrambled set），这个系统便是混沌的。 Devaney 定义对于初值

敏感的周期点集稠密的传递系统为混沌系统。 可见对初值敏感依赖是混沌动力

系统的一个很重要的性质，熊金城推广了“对初值敏感依赖”这一概念。 本文

在此基础上研究在拓扑共轭下对初值的敏感依赖性是否保持，如果不能保持，

那么能否加什么限制条件使其保持。

2  预备

本文设 X 是一个拓扑空间，f：X → X 是一个把 X 映射到自身的连续自映射。

对于任一 n∈ Z+，定义函数 f 的 n 次拷贝的复合 fn（x）=fofoΛof（x）。

定义 1 设 f：X → X 定义的动力系统，是一个函数族｛f n｝n ∈ z+ 其中 fn 是 X

的一个连续自映射。

定义 2 设 X 是一个拓扑空间函数 f：X → X 称为混沌的或具有混沌，如果

（1）f 的周期点的集合在 X 中是稠密的；

（2）对于 X 中的任意开集 U 与 V，存在 x ∈ U 与 n ∈ Z+，使得 f n（x）

∈ V。

定义 3 设（X，d）是一个度量空间，函数 f：X → X 有对初值条件的敏感依

赖性，如果存在一个δ ＞ 0，使得对于任一 x∈ X 及 ε ＞ 0，存在 y∈ Bd（x，

ε）及 n∈ Z+，使得 d（f n（x），f n（y））＞δ ，其中δ 称为 f 的敏感性常数。

定义 4 拓扑空间称为紧致的，如果它的每个开覆盖都有有限子覆盖。

定义 5 如果 f：X → Y 是一一对应并且 f 及其逆 f -1：Y → X 都是连续的，则

称 f 是一个同胚映射，或称拓扑变换。
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定义 6 如果两空间（X，f），（Y，g）存在同胚映射 h：X → Y，使得：

hf=gh，则称 f 和 g 拓扑共轭，定理 1 设 X 是一个度量空间，f：X → X 是连续且

混沌的，那么，f 具有对初值的敏感依赖性。

3  想法的证明

想要证明在拓扑共轭下对初值的敏感依赖性是否保持，即看看有没有反例

使得存在从 f 到 g 的拓扑共轭 h，其中 f 是初值敏感的，g 不是初值敏感的。

设 f：（1，∞）→（1，∞）由 f（x）=2x 定义，再设 g：R+ → R+ 由 g（x）

=1+x 定义，证明（1）f 存在对初值条件的敏感依赖性，但 g 没有。

（2）能够找到一个明确的同胚 h：（1，∞）→ R+，使得 f 与 g 是拓扑共轭的。

证明 ，

在这里我们设 ，则显然 。

可见存在 y ∈ Bd（x，ε）和 n ∈ Z+，使得 d（f n（x），f n（y））＞ δ ，

从而 f 是对初值敏感依赖的。

而 ，有 y∈ Bd（x，ε），

，显然 g 没有。

通过观察，发现初等函数中指数函数进过变换可以把两个空间联系起来，

不妨设 h（x）=ln（x-1）。下面我们来证 h 是同胚映射。首先由于 h 的单调性，

则一一对应满足。

当 t → 0 时，有 ln（x+t － 1）－ ln（x － 1） ，显然 h 是连续的，

且任取 x，x+1∈ R+，有 h-1（x）=ex+1，当 t → 0 时，（ex+t+1）－（ex+1）

=ex（et-1）→ 0，显然 h-1 是连续的。

可见，对初值条件的敏感依赖性，在拓扑共轭下一般不保持。

这是我们便想要知道，能否加上什么条件，使得在拓扑共轭下能够保持对

初值的敏感依赖性。我们可以发现（1，∞）与 R+ 同胚，都是非紧致的。 这时
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我们就想：如果我们限于在一个紧致的定义域，那么上述依赖性会不会保持。

设 X，Y 是分别具有度量 dX，dY 的紧致度量空间。假定 f：X → X 存在以δ

为敏感常数的对初值的敏感依赖性，并假定 g：Y → Y 在同胚 h：X → Y 下与 f

是拓扑共轭的，我们来证 g 存在敏感常数，使其对初值的敏感依赖性。

证明

因为 X 是紧致的，所以任一开覆盖都有有限子覆盖，在此任取一开覆盖的

有限子覆盖

可见 Ui 中开集 B（x，ε），一定有

所以 V c
i 为开集，则 Vi 为闭集。由紧致集的闭子集是紧致的，得 Vi 为 X 中

的紧致集，即有有限的子覆盖

可见 有有限子覆盖

又因 h 为同胚映射，紧致空间在同胚映射下的像也是紧致的，所以一定有

Y×Y 中 C 的有限开覆盖 h（ω ）。

则 C 是紧致的。又因为定义在禁止空间上的连续函数有界，并能达到最小值，

所以 C 中一定有最小值，我们不妨设为δ *。

（2）下面我们证明 g 存在以δ * 为敏感常数的，对初值条件的敏感依赖性。

在这里可见距离空间为 Hausdorff 空间，则紧致子集都为闭集，在我们以前

学过的，以闭集为定义域的连续函数一致连续。

因为 h 为同胚映射，X，Y 都为紧致空间，ε 0 ＞ 0，则一定有

由于 X 是紧致的且 f 对初值敏感依赖的，敏感常数为 δ ，则有

。显然 且 。
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所以，根据同胚函数的一一对应性，在 Y 中一定有 ，使得

。

4  结论

对初值敏感依赖性在动力系统的研究中具有极其重要的作用，反映了混沌

的基本形态，在本文中通过研究发现，在紧致的前提下，初值敏感依赖性可通

过拓扑共轭加以传递。
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