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Abstract: It is no doubt how to problem-solving for the importance to learn calculus. 

It is more common phenomenon for the beginners not to start to solve questions. In 

this paper, for the types of typical problems in calculus, systematically summed up the 

general method of solution, and gives some typical examples.
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摘  要：无穷小量阶的问题用等价无穷小代换定阶法、泰勒公式（Taylor）定阶

法、求导定阶法解题；函数零点或方程实根或两曲线交点的存在性问题，要先

找函数再定区间，然后用介值定理或罗尔定理；积分区间关于原点对称的定积分，

要想到考查被积函数及其代数和的每一部分是否具有奇偶性；被积函数为周期

函数的定积分，要想到考查积分区间是否为整数倍的周期，以简化计算。
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１  引言

如何解题对于学好微积分的重要性毋庸置疑，而许多学生见到稍难一点的

题目就无从下手，不知如何思考，没有一点思路，这样就影响了学习的积极性。

美国著名数学大师波利亚在其名著《怎样解题》中把解题分为“理解题目，拟

定方案，执行方案，回顾”等四步，其中“我应该从哪里开始？我能想到什么？

我能做什么？”等问题贯穿于四步之中，对解题过程进行了很好的诠释 . 但其涉

及大学数学知识很少，而且讲得稍显宏观，所以笔者尝试从微观的角度就微积

分中的一些问题，把“我应该从哪里开始？我能想到什么？我能做什么？”细化，

也就是笔者所说的解题定式。
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2  解题定式与范例

2.1  无穷小量阶的问题

解题定式 1  见到确定无穷小量阶的问题就想“三法”——等价无穷小代换

定阶法、泰勒公式（Taylor）定阶法、求导定阶法。

定式解读  微积分教材中关于比较无穷小量阶这类问题的基本解法是通过

求解“ ”型未定式极限 ，由此极限的结果来判定的，其中 是当

x→ x0 时的无穷小量。这个方法当α（x），β（x）的 x→ x0β（x）形式比较复杂，

或者无穷小量的个数较多时比较繁琐，事实上，可利用解题定式 1 中的方法来

确定无穷小量的阶，从而快速、准确地求解有关无穷小量阶的问题。

所谓等价无穷小代换定阶法就是利用常用的等价无穷小来确定无穷小量的

阶。例如 x→0时，由于 ，故 x→0时，sinx是 x的1阶无穷小，

1-cosx 是 x 的 2 阶无穷小，等等。

所谓泰勒公式定阶法就是利用皮亚诺（Peano）型余项的泰勒公式确定无穷

小量的阶，其一般结论如下。

定理 2.1  设函数 f（x）在邻域 U（0，δ）内有定义，若 f（x）在 x=0 处

的皮亚诺型余项泰勒公式为 f（x）=Cxn+o（xn），其中 C 是不为零的常数，n 是

大于零的常数，则当 x → 0 时，f（x）~Cxn，即 f（x）是 x 的 n 阶无穷小量。

此定理利用无穷小量阶的概念和极限的四则运算法则不难证明。由此结论

容易得到以下推论。

推论 2.1  设 α（x），β（x）是自变量 x 同一变化过程中的无穷小量，则

，

其中 表示α（x），β（x）中的低阶无穷小量部分。

此推论可推广到有限个无穷小量的代数和的情形，即有限个无穷小量的代

数和，其阶仅取决于其中的最低阶部分。例如，x → 0 时， 。

推论 2.2  有限个无穷小量的代数和，当其中的最低阶部分的无穷小量不

相互抵消时，可利用等价无穷小代换确定该无穷小量的阶。例如，x → 0 时，
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。

所谓求导定阶法就是通过求导数确定无穷小量的阶，其一般结论如下。

定理 2.2  设 ，且α（x）在 x=0 的某邻域内可导。

（1）若 x → 0 时，α′（x）~xk（k>0，常数），则 ；

（2）若 （C ≠ 0，常数），则α（x）~Cx。

此定理可由洛必达法容易证明。当利用等价无穷小代换定阶法、泰勒公式

定阶法无法确定无穷小量的阶时，求导定阶法往往能发挥一定的作用。

例 1  试问 x → 0 时，无穷小量

中，哪个是最高阶的？哪个是最低阶的？有无同阶的？有

无等价的？

解  x → 0 时，对于α（x），由推论 2.2 可知

；

对于β（x），由等价无穷小代换，得

；

对于γ（x），由推论 2.1 可知

；

对于δ（x），根据求导定阶法，因

，

故 。

综上可知，当 x → 0 时，α（x）与β（x）都是 x 的 2 阶无穷小量，且为

等价的无穷小量；γ（x）是 x的1阶无穷小量，在四个无穷小量中阶最低；δ（x）

是 x 的 3 阶无穷小量，在四个无穷小量中阶最高。

2.2  函数零点问题

解题定式 2  见到讨论函数零点或方程实根或两曲线交点的存在性问题，就

要先找函数，再定区间，然后用介值定理或罗尔定理 . 若还要研究零点个数及位
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置，则必用函数的单调性以及极值、最值处理。

定式解读  方程实根或两曲线交点问题都可通过辅助函数转化为函数零点

问题，而此处的辅助函数很好构造：对于方程实根问题，只要把方程恒等变形

为 F（x）=0，则 F（x）即为辅助函数；而对于曲线 y=f（x）与 y=g（x）的交点

问题，辅助函数为 F（x）=f（x）-g（x），然后在相应区间上应用介值定理即可。

如果构造辅助函数时用到了不定积分，则要用到罗尔定理 . 对于研究零点个数及

位置问题，必然要通过研究辅助函数 F（x）的单调性和极值、最值，考查曲线

y=F（x）与 x 轴的交点个数及位置来确定，这实质上是函数 F（x）的图形描绘

问题。

例 2  试就参数 a>0 时的不同取值情况，确定方程 x3-3ax+a=0 在开区间（0，

1）内实根的个数，并说明理由。

分析  本题的辅助函数和区间很显然 . 由于要研究实根个数，所以要把辅助

函数的图形大致描绘出来，但只需单调性与极值，而不需要凹凸性与拐点，因

而只需求一阶导数，然后根据 a 的不同取值进行讨论即可。

解设  f（x）=x3-3ax+a，显然 f（x）在区间 [0，1] 上连续、可导，且

。

（1）当 a≥1时，f（x）在区间（0，1）内无驻点，且此时 f′（x）<0，而 f（0）

=a>0，f（1）=1-2a<0，由零点定理可知，原方程在区间（0，1）内有惟一实根。

（2）当 0<a<1 时，f（x）在区间（0，1）内有惟一驻点 ，且当

时， 时，f′（x）>0，可见 f（x）在 处取

得极小值，也是 f（x）在区间 [0，1]上的最小值，由此可想象出 f（x）的大致图形，

进一步讨论如下。

①当 ，即 时，f（x）在区间（0，1）内无零点，

此时原方程在区间（0，1）内无实根；

②当 ，即 时，f（x）在区间（0，1）内有惟一零点，

此时原方程在区间（0，1）内只有一个实根；

③当 ，且 ，即 时，f（x）在区间
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（0，1）内有两个零点，此时原方程在区间（0，1）内有两个实根，分别位于

区间 之间；

④当 ，且 ，即 时，f（x）在区间（0，

1）内只有一个零点，此时原方程在区间（0，1）内只有一个实根。

2.3  定积分简化计算问题

解题定式 3  见到积分区间关于原点对称的定积分，就要想到考查被积函数

及其代数和的每一部分是否具有奇偶性；见到被积函数为周期函数的定积分，

就要想到考查积分区间是否为整数倍的周期，以简化计算。

定式解读  由于定积分概念产生的实际背景之一是平面图形的面积，而且

当被积函数具有奇偶性或周期性时，又可分别考查积分区间是否关于原点对称

或是否为被积函数周期的整数倍，这样充分利用几何直观解题，既提高了效率，

又增加了趣味性，有助于学生的理解与把握 .同理，重积分和曲线、曲面积分中，

当其积分区域关于某坐标轴或坐标面对称而被积函数具有相应的奇偶性时，亦

有类似的简化手段。

例 3  计算定积分 。

解  显然被积函数 f（x）=（1+sin2x）|cosx| 是以π 为周期的函数，而积分

区间长度为 2π，故

而其中 sin2x·|cosx| 为奇函数，进而

3  结束语

概括总结这些解题定式并非要束缚学生的思维，而是想抛砖引玉，引起其

共鸣，让他们学会分析问题、解决问题的具体方法。达尔文曾说过“最有价值

的知识是关于方法的知识”，所以这些解题定式不仅有助于学生解题能力的提高，
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而且对于激发学生兴趣和热情、学好数学可起到积极的促进作用。
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