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摘  要：在高等代数线性子空间概念的基础上，给出子空间格的定义，并探究

了子空间格的一些性质，得出几个有趣的结论。
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格的概念，首先由戴德金（Dedekind）定义，但直到 1930 年前后才受到人

们的注意。除了代数上的应用以外，在几何基础及其他方面还发现许多应用。

本文先给出了线性子空间格的概念，然后讨论了子空间格的相关性质并得出一

些有趣的结论。

1  子空间格的概念

定义 1  集合 S 上的一个关系，记作≤，叫做一个偏序，如果≤满足

1）反身性 a ≤ a 对所有 a ∈ S；

2）反对称性若 a ≤ b 且 b ≤ a，则 a=b；

3）传递性若 a ≤ b 及 b ≤ c，则 a ≤ c。

命题 1  数域 P 上向量空间 V 的子空间全体 关于集合的包含关系是一个

偏序集合。

事实上，对于 里各对 W1，W2 定义了关系 W1 W2，而且

1）W W；

2）如果 W1 W2，W2 W1，则 W1=W2；
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3）如果 W1 W2，而 W2 W3，则 W1 W3。所以这关系是反身、反对称与

传递的。

定义 2  如果一个偏序集合里任意两个元素都有一个最大下界与一个最小上

界时，这个偏序集合叫做格。

定理1  设W1，W2是V的任意两个子空间，交W1∩W2也是V的一个子空间。

命题 2  设 W'，W1，W2 都是线性空间 V 的子空间，若 W' W1，W' W2，则

W' W1 ∩ W2。即这个空间“W1 ∩ W2”关于包含关系起了最大下界的作用。

证明：显然有 W1 ∩ W2 W1，W1 ∩ W2 W2，任意α ∈ W'，则由 W'

W1，W' W2，得α ∈ W1，α ∈ W2，则α ∈ W1 ∩ W2，于是 W' W1 ∩ W2，

即 W1 ∩ W2 是含于 W1 与 W2 里的子空间的最大下界。

下面的例子说明 V 的两个子空间 W1，W2 的集合论上的并 W1 ∪ W2 不一定

是一个子空间。

例1  设V=Pn×n的子空间W1={P上的 n级对称阵}；W2={P上的 n级对角阵}；

W3={P上的 n级上三角阵}，则W1 ∪W2 是V的子空间，W1 ∪W3 不是V的子空间。

定义 3  由集合 W1 ∪ W2 生成的集合［W1 ∪ W2］来代替这个集合，并且用

W1+W2 表示这个集合，把它叫做 W1 与 W2 的和。

由  W1+W2 即为［W1 ∪W2］的定义可知，这个是形如α1+α2 的向量的集合，

这里 αi ∈ Vi，i=1，2。

定理 2  ［2］如果 W1 与 W2 是线性空间 V 的子空间，那么它们的和 W1+W2

也是 V 的线性子空间。对于子空间的“∩”及“+”，满足下面的一般维数关系。

定理 3［2］如果 W1，W2 是线性空间 V 的两个子空间，那么

dimW1+dimW2=dim（W1+W2）+dimW1 ∩ W2。

这里 dimW 表示 W 的维数。

命题3  设W'，W1，W2都是线性空间V的子空间，若W' W1，W' W2，则W'

（W1+W2）。即这个空间“W1+W2”关于包含关系起了具有最小上界的作用。

证明：任意α ∈W1+W2，则α=α1+α2，其中α1 ∈W1，α2 ∈W2，由W'

W1，W' W2，得α1 ∈W'，α2 ∈W'，所以α=（α1+α2）∈W'，故W' （W1+W2）。

显然（W1+W2） W1，(W1+W2） W2，即 W1+W2 是包含 W1 及 W2 里的子空间的
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最小上界。

我们把 叫做空间 V 的子空间格。

2  子空间格的性质

首先是下列各性质在任意格都成立。

性质 1  结合律及交换律对于子空间的“∩”及“+”成立。即

W1 ∩ W2=W2 ∩ W1；

（W1 ∩ W2）∩ W3=W1 ∩（W2 ∩ W3）。

W1+W2=W2+W1；

（W1+W2）+W3=W1+（W2+W3）。

其次是格 的一些特有性质。

性质 2  至少存在有一个零元素，亦即元素 O，使对于所有子空间 W，

W ∩ O=O，及 W+O=W。

只由 O 向量构成的子空间具有这些性质与此相对的整个空间 V 有“全”元

素的作用，亦即对于所有 W 使

W+V=V 及 W ∩ V=W。

注：分配律 W1 ∩（W2+W3）=W1 ∩ W2+W1 ∩ W3 在 L 里一般不能成立。

例 2  令过原点的两条不同直线 l1，l2 分别构成一维子空间 W 和 U，则

X=W+U 是二维子空间，在 l1，l2 决定的平面上，过原点的另一条不与 l1，l2 相

同的直线 l3 构成一维子空间 Y，显然，Y X，所以 Y=Y ∩ X=Y ∩（W+U），

但 Y ∩ W=O，Y ∩ U=O， 因 此 Y ∩ W+Y ∩ U=O， 于 是 Y ∩（W+U）

≠ Y ∩ W+Y ∩ U。

这就可见分配律不成立。在这里将指出较弱的分配律在 里成立，这就是

下面的法则：

性质 3  设 W1，W2，W3 是线性空间 V 的子空间，如果 W1 W2，则

W1 ∩（W2+W3）=W1 ∩ W2+W1 ∩ W3=W2+W1 ∩ W3。

证明：由于W1 W2，所以W1 ∩W2=W2，即有W1 ∩W2+W1 ∩W3=W2+W1 ∩W3。

首 先， 因 为 W1 ∩ W2 W1 ∩（W2+W3） 及 W1 ∩ W3 W1 ∩（W2+W3），
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所 以 W1 ∩ W2+W1 ∩ W3 W1 ∩（W2+W3）。 其 次， 设 α ∈ W1 ∩

（W2+W3）， 则 α=α1 ∈ W1 与 α=α2+α3， 这 里 α2 ∈ W2，α3 ∈ W3。

所 以 α3=α － α2=α1 － α2 ∈ W1+W2=W1， 故 α3 ∈ W1 ∩ W3， 而

α=α2+α3 ∈ W2+W1 ∩ W3。

这就证明了 W1 ∩（W2+W3） W2+W1 ∩ W3，所以

W1 ∩（W2+W3）=W1 ∩ W2+W1 ∩ W3=W2+W1 ∩ W3。

这里要指出 是一个有余格，亦即下面性质成立。

性质 4  命题 4  对于 里任意的 W，在 里存在有一个 W* 使

W+W*=V，W ∩ W*=O。证明：如果 {α1，α2，…，α r} 是 W 的一个基，则

这些向量是线性无关的。因此可用向量α r+1，…，α n 补充以得 V的一个基 {α1，

α2， …，α n}。 令 W*=［α r+1， …，α n］， 则 W+W*=［α1，α2， …，α n］

=V。不仅如此，W ∩ W* 任意向量α 是对于α1，α2，…，α r 是线性相关的，

也对于α r+1，…，α n 是线性相关的。因为α1，α2，…，α n 是线性无关的，

所以α=0。故 W ∩ W*=O。适合上面条件的子空间 W* 叫做 V 的子空间 W 的余

空间。

命题 4  若 W 是 n 维线性空间 V 的任意子空间，且 W ≠ V，也 W ≠ O，则

W 的余空间不唯一。

证明：由题意可设 dimW=r ＜ n，取 W 的一组基 {α1，α2，…，α r}，并可

用向量α r+1，…，α n 补充以得 V的一个基{α1，α2，…，α n}，令W*=［α r+1，…，

α n］，则 W+W*=［α1，α2，…，α n］=V。

再令 W'=［α r+α r+1，α r+2…，α n］，易知α1，α2，…，α r，α r+α r+1，

α r+2， …，α n 线 性 无 关。 否 则， 可 得α r+α r+1 可 由α1，α2， …，α r，

α r+2，…，α n 线性表出，即

α r+α r+1=k1α1+k2α2+…+krα r+kr+2α r+2+…+knα n。从而α r+1=k1α1+k2α2+…

+krα r-α r+kr+2α r+2+…+knα n， 与α1，α2， …，α r，α r+1，α r+1，α r+2， …，

αn 线 性 无 关 矛 盾， 从 而 也 是 V 的 一 个 基， 且 W+W'=V。 但 αr W*，

αr+1 ∈ W*，有 αr+αr+1 W*，而 αr+αr+1 ∈ W'，所以 W* ≠ W'。而 W*，W'

都是 W 的余空间。结论得证。
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需要提到下面的链条件在里成立。

性质 5  如果 W1  W2 …是子空间的一个无限降链，则有一个整数 r 存在，

使 Wr=Wr+1=…

如果 W1 W2 …是子空间的一个无限升链，则有一个整数 r 存在，使

Wr=Wr+1=…

因 为 子 空 间 的 维 数 是 一 个 非 负 整 数， 并 且 因 为 W W' 可 推 得

dimW ≥ dimW'，所以这两个条件是显然成立的。
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