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Abstract: The function of Counterexamples in the teaching of functional analysis 

is expounded. Through counter examples, students can understand concepts more 

deeply, master theorems and propositions systematically, and correct their mistakes in 

learning. The proper use of counter examples will help to improve the teaching quality 

of functional analysis and the cultivation of students' mathematical quality.
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摘  要：阐述了反例在泛函分析教学中的作用。通过反例，可以使学生更深刻

地理解概念，系统地掌握定理和命题，并纠正学生在学习中存在的错误。恰当

地利用反例进行辅助教学，将有助于泛函分析教学质量的提高和学生数学素质

的培养。
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泛函分析是从变分法、积分方程、微分方程、逼近论和理论物理的研究中

发展起来的一个数学分支，它综合地运用分析、代数和几何的方法，研究无限
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维线性拓扑空间和这类空间之间各种映射的一般性质。泛函分析不仅在高校数

学系的基础数学专业中开设，在许多学校的计算专业、应用数学专业中也均开

设此课，甚至工科高年级本科生或研究生亦以此课为选修课，可见其重要作用。

泛函分析课程综合了代数、分析、几何的观点和方法，所涉及的内容和技巧对

数学专业各研究方向都极其重要。但由于该课程的高度抽象性，普遍存在难教

难学的问题。

数学的发展过程是一个不断提出问题和解决问题的过程，其中问题的解决

是由给出证明和构造反例来完成的。反例不仅有助于系统理论的产生，推动数

学的发展，同时在大学数学的教学中也有着举足轻重的作用。通过反例教学，

可以使学生更深刻地理解数学概念，系统地掌握定理和命题，并纠正学生在学

习中存在的错误。本文将从三个方面来说明反例在泛函分析教学中的重要作用。

1  反例有助于学生对概念的理解

泛函分析中的概念本身是极其抽象的，在引入概念之后，必须在感性认识

的基础上对概念做辩证的分析，用不同的方式进一步揭示概念的本质属性。列

举或者构造反例往往能够消除学生一些容易出现的模糊认识，帮助学生严格区

分那些相近易混的概念，把握概念的要素和本质，从而达到较好的教学效果。

例如在泛函分析中有一个重要的概念是赋范线性空间定义［1］：

设 X 是线性空间，Φ 为标量域，若映射 p：X → R 满足

则称 p 是 X 上的范数，此时记 ，称 是赋范线性空间。

要判定一个空间是不是赋范线性空间关键是考察定义在该空间上的映射是

不是满足上述 3 个条件。在授课的过程中，教师一般会列举一些赋范线性空间

的例子，学生在学习的过程中，根据定义也可以举出不是赋范线性空间的例子。

但是同一线性空间是不是总是赋范线性空间呢？这与该空间上范数的定义有很

大关系，此时教师可以举出反例。
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例 1  设 是闭区间 上的连续函数全体，对于任意的函数 ，

定义

，记 ，容易验证

是赋范线性空间；而 pt（x）=0 并不能推出 x=0，所以 不是赋范线性空间。

事实上 pt 为 X 上的半范数。

2  反例有利于学生对定理与命题的掌握

泛函分析中有很多重要的定理，如 HahnBanach 延拓定理、开映射闭图像定

理、逆算子定理等。由于学生在学习的过程中受到知识的“迁移”和思维定式

的影响，常常不注意定理的适用范围，或只是死记结论，或滥用命题的等效性，

往往出现很多错误，教师在定理的教学中，若能针对某些定理给出一些相关命题，

构造出一些反例，判断其真伪，这对学生正确理解和掌握定理十分有益。

定理 1［2］（逆算子定理）设 X、Y 是 Banach 空间，T：X → Y 是一一到上

的有界线性算子，则逆算子 也是有界线性算子。

学生在运用定理 1 时，往往会忽略定理的条件，盲目地套用定理，得出错

误的结论。

例 2  设 是 中至多有有限多个坐标不为 0 的元素集合，以 中的范数为范

数。令 ，证明 也是有界的线性算子。

易知 T 是到上的线性算子。由于 Tx=0 可推出 x=0，以及 ，可知 T 是

到 上的一一有界线性算子，到这一步。学生往往会根据逆算子得出 也是有

界线性算子的结论。实际上，该结论是错误的。如

并非有界。事实上，令 ，易知 ，

但当 时， ， 将一个有界集映成了无界集。得出这个错误结

论的主要原因是学生忽略了一个前提条件，即 并非 Banach 空间。事实上，

令 ， 容 易 验 证 为 中 的 Cauchy 列， 令

，则 ，但 ，故 不完备。

由例 2 可知，在运用逆算子定理时，要充分验证定理的条件，同时也说明，
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定理 1 中 X、Y 完备的条件是必要的。所以通过反例可以加深学生对于定理的理

解，帮助学生更好地掌握所学的内容。

3  反例有利于纠正学生在学习中存在的错误及
偏差

教学的过程是一个知识积累的过程，同时也是不断发现错误改正错误的过程。

反例在辨析错误中具有直观、明显、说服力强等突出特点。通过反例教学，不但

可以发现学生在学习中存在的错误和漏洞，而且可以从反例中修补相关知识。

我们知道在有限维空间中，紧集和有界闭集是等价的，对于无限维空间，

紧集一定是有界闭集，但是有界闭集不一定是紧集。学生往往将此结论混淆，

如果教师能举出一个恰当的例子，那么学生就能很容易地搞清楚这两者之间的

关系。

例 3  在 中，令 ，则 。集合

不是紧集。事实上，

。

若取 ，则 是 A 的一族开覆盖。但由于每个 Bn 只包含一

个 en，其中没有任何有限子族覆盖 A。注意 A 还是 l2 中的有界集，由于 A 中不

存在 Cauchy 列，所以它还是闭集。

例 3 告诉我们，在无限维空间情况下，有界闭集不一定是紧集，其中每

个无穷序列也不必有收敛的子序列。换句话说，在无穷维空间中，Bolzano-

Weierstrass 定理并不成立。

4  结语

反例在泛函分析教学中有着极其重要的作用，在教学过程中，教师应该恰

当地利用反例进行辅助教学，引导和帮助学生构造反例，培养训练学生构造反

例的能力，这对于提高教学质量，培养学生的数学素养都是有益的［3］。
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