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intensity of each corresponding mode between the sub diagonal of the laser array and 

the paired laser pairs (laser 2 and 4, laser 3 and 7, laser 6 and laser 8) parallel to the sub 

diagonal can achieve chaos synchronization, and there is mode competition between 

the modes of the same laser. By calculating and analyzing the power spectrum and 

Lyapunov exponent, the laser system is in chaos.
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摘  要：对两维 3×3 平面型空间耦合多模激光阵列的动力学行为进行了数值模

拟。研究结果表明，处于激光阵列的次对角线及平行于次对角线的配对激光对（激

光 2 和 4，激光 3 和 7，激光 6 和 8）之间的总强度和各对应模式的强度可以实

现混沌同步，且同台激光各模式之间存在模式竞争。通过计算和分析功率谱和

李雅普诺夫指数，该激光系统确实处于混沌状态。
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20 世纪末以来，对于非线性耦合的激光混沌、混沌同步和混沌控制的研究

一直是国际上非线性科学研究领域中的热点课题之一，在理论和实验上受到了

很大的关注，并且有着广阔的应用前景。目前，应用于高精度实验的激光器拥

有极好的相干性、单向性、集中性和优异的可操控性，同时激光系统具有高速、

大容量、高保密性的特性可以在多模式，多信道的光纤中传播，使研究人员以

极大的兴趣投入到对激光系统的研究。建立在空间局域耦合的激光系统的混沌

同步基础上的保密通信吸引了国内外专家和学者的极大关注。在近期的研究中，

多台空间耦合的单模激光系统和多模耦合线形激光系统的混沌同步和混沌加密

通讯已经取得了一定的成果。在近年来，笔者对于一维线性的单模和多模激光

阵列进行了一定的研究，并将成果发表在也相关期刊上。然而，随着近年来的

研究成果，笔者发现，对于研究激光系统的混沌和混沌同步来说，直线型激光

阵列的排列方式也有一定的缺陷和不足：直线型的激光阵列意味着需要较多的

激光器，容易造成试验资源的浪费和过度消耗，而传递的信息量却相对较少，

形成了矛盾；直线型的激光阵列无法有效的传输一般是两维平面型信息的图像，

这对其应用造成了极大的影响；以前所考虑的激光阵列均是以单模激光阵列的

形式出现的。在实际的应用过程中，尤其是短程损耗较小的时候，多模激光（多

模光纤）多通道的通信方式能有效的提高信息传输的容量；由激光产生的混沌

信号具有高速，宽频带的传输特性。国内外同行对多模激光（多模光纤）系统

可以应用于混沌保密通讯进行了理论和试验的研究和论证。由此，这就很有必

要对两维 N×N 平面型的空间耦合的多模激光阵列的混沌同步和混沌保密通信进

行一定的研究。

本文在近期国内外相关研究进展的基础上，结合平面网格单模激光阵列和多

模激光的模型，并考虑构建的激光模型的合理性，在理论上得到了 N×N 平面型

空间耦合的多模激光阵列的动力学常微分方程组。这里，只选取 3×3 平面型多模

激光阵列为例，研究阵列中每台激光器的混沌强度的输出（含总强度和分模式强

度），以及如何调试合理的参数，实现整个激光系统达到混沌以及混沌同步的状态。

同时，对阵列中各台激光的输出功率谱和整个激光系统的李雅普诺夫指数的研究，

从另一个侧面反映了处于混沌状态的平面型多模式激光阵列的实现。
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1  平面型多模激光阵列的动力学方程组

理论上，空间耦合的 N×N 平面型多模式 Nd：YAG 激光阵列的动力学常微

分方程组可以表示为：

	 （1）

（2）

	 	 （3）

模型中总计有 N2 台激光，其中，下标 j 代表的是第 j 台激光，下标 i 表示的

是每台激光的第 i 个模式，E 和 G 分别表示缓慢变化的复激光振动的振幅和能级

间的粒子数反转，τc 表示激光场在腔中传播一个来回所需要的时间（约为 0.2 

ns），τ f 则表示为 Nd：YAG 激光高能级的衰减时间（约为 0.24 ms），ω j 表示

激光的频率失谐量，其中第一台激光的频率为ω1=0.0 rad/s，相邻各台激光之间

的失谐频率间隔为Δω=ωj+1-ωj=5.0×105 rad/s，α 是各台激光器中腔模可调

制的相关损耗参数（约为 0。01），p 是产生激光的泵浦输出参量（约为 0.02），

Ω=2 πf0 是调节泵浦输出的角速度，式（2）中 是同一台激光不同

模式之间的相互耦合作用，β（≈ 0。66667）是相应的模式耦合系数。

通常，混沌激光系统的相邻激光之间的作用，是采用光束重叠的空间耦合

的作用方式，考虑到这种作用很小，因此，这种作用一般只存在于最近邻的两

台激光之间。对于所研究的两维 3×3 平面型多模激光阵列的分布，同一台激光

根据其所处的位置，其最近邻的激光台数可能是2、3、4台。与参考文献［25-27］

中所述情况一样，把阵列中任意两台相邻激光（例如第 j 台和第 j ＇台）之间耦

合系数 kjj' 定义为：

	 	 （4）

在式（4）中，djj' 用于描述相邻两台激光束之间的距离，一般可以产生这种

作用的间距为 0.4 ～ 1.0 mm，uj、νj' 分别表示为激光束 j 和 j ＇高斯分布腰的半

径宽度，通常为 0.1 ～ 0.2 mm，相邻的激光光束之间的边缘处存在着相互重叠
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作用（overlap），具体如图 1 所示。r 是光束显微镜阵列的反馈系数。在这里的

κjj' 已经被归一化了：当 djj'=0，r=1，uj=vj' 时，kjj'=1。数值模拟中，相关参数设

定为：r=0.21，uj=0.105 mm，vj'=0.143 mm。为了实现该激光阵列的混沌及混沌同步，

各台激光的参数和初始条件均保持一致。激光输出强度 Ij（t）的功率谱密度 Pj（f）

可以通过下式计算得到：

（5）

图 1  最近邻两台激光器光束之间相互重叠作用示意图

其中ω=2 πf。另外利用 Wolf 方法来计算该激光阵列的李雅普诺夫指数。

如果计算得到激光系统的功率谱是在很宽的频带上不存在明显平坦的频率分布，

只要使得最大的李雅普诺夫指数是大于零的，那就说明所研究的激光系统处于

混沌状态，在此基础上实现的同步确实是混沌同步。

为了便于说明并且不是一般性，设定N=3台激光，每台激光共有N'=3个模式，

对两维平面型 3×3 多模激光阵列的混沌同步进行了较为详细的研究。在系统中，

按先行后列的顺序给这九台激光进行编号，具体的实验装置和激光阵列具体排

列如图 2 所示。

图 2  试验装置布局图（a）和两维 3×3激光阵列布局（b）
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2  数值模拟及结果说明

通过对激光阵列的动力学非线性微分方程组进行积分，可以得到该激光阵

列的混沌强度输出的数值结果。借助计算机模拟结果，可以来分析具有空间耦

合的 3×3 平面型多模激光阵列的混沌同步的情况。需要指出，由于激光输出时

的不稳定因素，需要略去最初一段时间暂态激光脉冲，因此本文中，采用1.0～3.0 

ms 作为数值模拟的时间范围。计算结果表明，当相邻两台激光之间的距离

djj'=0.4950 mm 的时候，就可以在激光输出处于混沌状态时，实现平面型 3×3 多

模激光阵列输出强度的混沌同步。

图 3 为平面型多模激光阵列每台激光的混沌总强度输出。图 4（a）～（c）

是第一台激光的三个分模式强度输出的时序图；图 4（d）～（i）分别为阵列中每

台激光第一个模式强度输出。从图 3 ～ 4 中不难发现，每台激光的总强度和各个

分模式强度的输出都不具有周期性运动的特点，而是呈现出杂乱无章的状态，是

一组在数值上强弱不一、形如参差不齐针刺状的激光脉冲，这充分说明该激光阵

列中每台激光的的总强度以及各分模式强度随时间变化的输出均处于混沌状态。

图 3  每台激光的总强度输出

图 5 ～ 7 为激光阵列中任意两台激光输出总强度之间的相互关联。图 5 为

其它各台激光与第一台激光的输出总强度之间的相互关联图。图6为各台激光（除

第一台激光外）与第二台激光的输出总强度之间的相互关联图。图 7 为各台激

光（除第一台、第二台激光外）输出总强度之间的相互关联图。从图 5 ～ 7 中，

可以发现，配对激光（第 2（4）台，第 3（7）台，第 6（8）台激光）的输出总

强度的输出脉冲呈现出步调保持一致的混沌同步现象，在图中体现为相关联的
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两台激光的总强度输出呈现出斜率为 1 特殊的正比例直线（形如 y=x）。而其它

任两台激光输出总强度之间表现出的却是互不关联的混沌不同步状态，也就是

说，一台激光的总强度输出与其他另一台激光的总强度输出是两个完全不相同

的数值。图 8 是激光系统中模式强度之间的相互关联图，（a）～（c）是第一

台激光三个模式强度之间的相互关联

图 4  第一台激光三个模式的强度输出（a）～（c）和每台激光第一个模式的强度

输出（d）～（i）

图；（d）～（f）为第二台和第三台激光对应模式强度之间的相互关联图；

（g）～（i）是九台多模激光中对应的第一个模式之间实现混沌同步的相互关联

图。从图 8 中，可以看到，每台激光分模式强度之间都存在着很强的模式竞争，

尽管如此，前述中总强度输出处于混沌同步的配对激光对输出的各对应分模式

强度之间还是会出现混沌同步的现象。其他任意激光对的对应模式强度之间则

不存在混沌同步现象。

从图 5 ～ 8 中，还可以发现，正是由于配对激光对的对应分模式强度之间

实现了混沌同步，这些配对激光对的总强度之间才能呈现出混沌同步的现象。

当考虑那九台激光在两维 3×3 平面型多模激光阵列中的布局安排，可以发

现，如果按线性代数中行列式的知识来分析，那么处于 3×3 行列式的次对角线

或者是与次对角线平行的位置上的配对激光对（第2（4）台，第3（7）台，第6（8）

台激光）恰好实现了输出强度（包含总强度和对应模式的强度）的混沌同步。
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图 5  其他各台激光与第一台激光之间的总强度的关联图

图 6  除第一台激光外，第二台和其他各台激光之间的总强度的关联图

利用式（5），可以计算得到空间耦合的平面型多模激光阵列中九

台耦合的激光总强度输出激光功率谱，如图 9 所示。而图 10（a）～（c）

是第一台激光三个分模式强度对应的功率谱；（d）～（k）是余下 8

台激光的第一个模式强度对应的功率谱。从激光阵列中各台激光输出

的总强度和分模式强度的功率谱中可以看到，这些功率谱在相当宽的

频谱区间具有若干个尖峰，其余都存在很多起伏不定的小毛刺。通过

分析频谱领域的功率谱，可以说明所研究的激光阵列确实处于混沌状

态的区域。

图 11 是由 81 条数值曲线构成的，随相邻激光的耦合作用距离 djj' 变化的平

面型多模耦合激光阵列的李雅谱诺夫指数 λ。根据李雅普诺夫指数的相关知识

可知，当最大李雅普诺夫指数λmax＞0时，该激光系统处于混沌状态；当λmax＜0

时，该激光系统处于稳定的周期性状态；当λmax=0 时，则表示该激光系统处于

临界状
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图 7  除了第一、二台激光之外，任两台激光之间的总强度的关联图

图 8  第一台激光三个模式强度之间的关联图（a）～（c）、第二台和第三台激光

对应模式强度之间的关联图（d）～（f）和九台多模激光中对应的第一个模式之间

实现混沌同步的关联图（g）～（i）

图 9  九台耦合的激光总强度输出的功率谱

态。如图 11 所示，该激光系统的最大李雅普诺夫指数λmax 大于零的取值

范围（0.450 ～ 0.550 mm）正好处于激光之间的耦合作用的可能距离，说明在这
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个作用距离范围内，该平面型多模激光阵列的系统确实是处于混沌状态。相对

于线性的单模激光阵列拥有相对较大的、分布较广的整个一片大的混沌区域的

理论结果，平面型多模激光阵列能够取得混沌状态的区域呈现出一个相对较小

的局部区域，由此，要实现该激光阵列输出强度（总强度和各个对应模式强度）

的混沌同步的取值范围则就更小了。虽然由于调节激光参数的难度大大提高了，

实现平面型多模激光阵列混沌同步的条件将变得更加苛刻，但是反过来，这也

增加了传输过程中被窃取信息的难度，若能在该实现激光阵列混沌同步基础上，

加载信息，进行保密通讯，这样可以大大增加通讯系统的保密性，确保信息能

够安全准确的传送。

图 10  第一台激光三个分模式强度对应的功率谱（a）～（c）和余下八台激光第一

个模式强度对应的功率谱（d）～（k）

图 11  两维 3×3 平面型多模耦合激光阵列的李雅谱诺夫指数
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3  结论

利用数值模拟的方法，研究了两维 3×3 平面型空间耦合的多模激光阵列输

出强度（总强度和各个对应模式强度）的混沌和混沌同步。数值结果表明，通

过调节合理的激光参数和实验设备，使相邻激光的耦合作用距离 djj ＇处于一定的

范围，该激光系统的最大李雅普诺夫指数λmax 大于零，可以在激光阵列中配对

激光对（第 2（4）台，第 3（7）台，第 6（8）台激光）的总强度输出和各个对

应分模式的强度输出实现混沌和混沌同步。平面型多模激光阵列的输出总强度

的混沌同步是建立在各个对应分模式输出强度的混沌同步的基础之上的，且同

台激光的各个分模式之间存在着较强烈的模式竞争现象，这与之前研究线形多

模激光系统的研究结论是一致的。虽然在输出总强度和各个对应分模式输出强

度上实现混沌和混沌同步的这些配对激光对相互之间并没有相邻，也没有直接

的相互作用，但是平面型空间耦合的多模激光阵列中任一台激光都可以通过与

其相邻的激光在空间光束重叠的耦合作用（如第一台激光（与之最近邻只有两

台激光）、第二台激光（与之最近邻只有三台激光）、第五台激光（与之最近

邻只有三台激光）），则可以间接和与其不相邻的激光产生相互作用，继而可

以传递相关信息，最终在整个平面型多模激光阵列输出总强度以及各分模式输

出强度之间实现混沌和混沌同步。

如果按线性代数中行列式的知识，考虑那九台激光在两维 3×3 平面型多模激

光阵列中的布局安排，可以发现，那么处于 3×3 行列式的次对角线或者是与次对

角线平行的位置上的配对激光对（第 2（4）台，第 3（7）台，第 6（8）台激光）

恰好实现了输出强度（包含总强度和对应模式的强度）的混沌同步。而且可以沿

着这条思路，把该平面型多模激光阵列扩展到 4×4，…，直至两维平面型 N×N

多模激光阵列的情况，不难得出下列结论：只要选取合适激光参数和调节好实验

设备，那些该激光阵列次对角线或与其平行的对角线相应位置上的配对激光对同

样可以实现输出总强度和各个对应模式输出强度的混沌和混沌同步，如此一来，

便顺利的把原有线性单模和多模激光阵列推广到可以传输二维点阵形式信息的平

面型多模激光阵列。一旦该激光阵列能够实现，激光阵列实际使用效率可以得到
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有效地提高，就可以克服在线性单模激光阵列中难以迅速、高效、安全、准确的

传递大容量平面信息的不足和缺陷，为二维平面型信息的保密传输提供可能。

通过计算该激光阵列输出总强度和各分模式强度相应的功率谱和整个激光

系统的李雅普诺夫指数，笔者发现，平面阵列的多模激光系统的工作状态是处

于李雅普诺夫指数大于零的混沌区域的。相对于单模平面型阵列的激光系统来

说，这里的满足李雅普诺夫指数大于零条件的混沌状态区域更小，这就对实验

条件和激光参数的设置提出了更高的要求，但同时对比其能获得更好的保密性

和安全性来说，还是值得的。
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