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Abstract: Under the premise of the unified life actuarial symbol the paper studies 
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characterizing the force of interest by using the Wiener process and handling 

dependencies between individuals with conditional Archimedean Copula, the actuarial 

present value of joint family life insurance and the level annual premium was calculate.
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摘  要：在统一生命精算符号的前提下研究家庭联合寿险精算问题。在对利息

力采用 Wiener 过程刻画，并用条件阿基米德 Copula 函数处理个体间相依性的假

设前提下，计算家庭联合寿险的精算现值以及均衡年保费。
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Copula 函数是一种连接函数，它将一个联合分布与该联合分布的各个边缘

分布连接在一起。早在 1959 年，Sklar 就提出 Copula 理论，他指出任意的一个

多元分布函数都能够分解为多个边缘分布和一个连接各个边缘分布的 Copula 函

数。随后，Nelsen 又对 Copula 函数作了详细且系统的介绍，包括它的定义、构造、

性质等问题，并对其在金融上的应用作出了阐述。此后，Copula 理论在金融领

域中得到了广泛的应用。而我国对联合寿险方面所做的研究大多是在邹焱等提

出的一种夫妻联合养老金精算模型的基础上进行改进和再加工的。但大部分联

合寿险精算研究的前提是假设联合寿险内各个体间的关系是相互独立的。在解

决联合寿险产品定价中个体相关性的问题时，国内外大多学者选定 Copula 函数

这个工具。本文利用 Heekyung Youn［5］等改进的生命函数符号，将单生命与

二元生命精算符号的条件统一为｛X>x，Y>y｝。再结合 Patton 构造的二元条件

Copula，对翁小艳的条件阿基米德 Copula 进行改进，得到在｛X>x，Y>y｝条件

下的条件 Copula 函数  及其生成元。再采用条件 Copula 函数处理个体关
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系，对随机利率下的家庭联合寿险作出研究，得到其保费的精算现值和均衡年

保费的计算方法。并给出了个体相关性所得的均衡年保费的实例应用。

1  预备知识

定义 1 一个定义域为 I2=［0，1］2 的二元函数 C 满足：

①对任意（u，v）∈ I2，都有 0 ≤ C（u，v）≤ 1；

②对任意的（u，v）∈ I2，都有 C（u，0）=C（0，v）=0，C（u，1）=u，

C（1，v）=v；

③对任意的 u1，u2，v1，v2 ∈ I，并且 u1 ≤ u2，v1 ≤ v2，都有

  （1）

则称这个二元函数 C 为二元 Copula 函数。其中 u，v 均服从［0，1］均匀分布。

定理 1 （Sklar 定理）若随机变量 X，Y 的联合分布函数为 H（x，y），其

边缘分布函数分别为 F（x）和 F（y），那么存在一个 Copula C，对任意的（x，

y ∈ R2），有

  （2）

若 F（x），G（y）连续，则 C 唯一确定；反之，若 C 是 Copula，且 F（x），

G（y）是分布函数，则由（2）式确定的 H（x，y）是 F（x），G（y），两边

缘函数的联合分布函数。

推论 1 令 H（x，y）为边缘分布 F（x），G（y）的联合分布函数，C（x，y）

为相应的 Copula，F-1（x），G-1（y）为 F（x），G（y）的伪逆函数，则对 C（x，

y）定义域内任意的（u，v），均有：

  （3）

定义 2 若随机变量 X，Y 的联合分布函数为 H（x，y），其边缘分布函数

分别为 F（x）和 G（y），X，Y 对应的 Copula 为 C（u，v），若 ：I2 → I，且：

  （4）

则 （u，v）为 Copula，称为 X，Y 的生存 Copula。

定义 3  为［0，1］→［0，∞］的一元连续，严格单调的凸函数，满足 （1）

=0。存在逆函数 -1：［0，∞］→［0，1］。令
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  （5）

将具有（5）式的 Copula 称为阿基米德 Copula，其中  称为阿基米德 Copula 

C（u，v）的生成元。

定义 4 令（x1，y1）和（x2，y2）为独立同分布的随机向量，定义

 （6）

为 kendall 秩相关系数，记为τ 。

定理 2 kendall 秩相关系数τ 与 Copula 函数存在如下关系：

  （7）

2  符号介绍

2.1  传统的生命函数符号

（x）表示 x 岁的被保险人 X，T（x）表示（x）的未来生存时间。记 tqx 为

（x）死于 x+t 岁前的概率，则 tqx=P｛X ≤ x+t｝；tpx=1-tqx=P｛X>x+t｝为（x）

活过 x+t 的概率。

（xy）表示（x）和（y）组成的联合生存状态，T（xy）=min｛T（x），T（y）｝

为其未来生存时间； 表示（x）和（y）组成的最后生存者状态， =max

｛T（x），T（y）｝为其未来生存时间。

记 tpxy=P｛X>x+t 且 Y>y+t｝； =P｛X>x+t 或 Y>y+t｝； =P｛X ≤ x+t

且 Y ≤ y+t｝； =P｛X ≤ x+t 或 Y ≤ y+t｝。

2.2  家庭联合寿险中改进的生命函数符号

在家庭联合寿险中，我们引进（x‖y）表示配偶为 y 岁的 x 岁被保险人 X，

T（x‖y）表示（x‖y）的未来生存时间；同样，（y‖x）表示配偶为 x 岁的 y

岁被保险人 Y，表示（y‖x）的未来生存时间。

这样，tpx‖y=P｛X>x+t|X>x且Y>y｝为（x‖y）活过x+t的概率，tqx‖y=P｛X≤x+t|X>x

且 Y>y｝为（x‖y）死于 x+t 前的概率。
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2.3  精算现值符号

表示（x）死亡时立即给付的寿险精算现值； 表示期初给付的 n 年定

期生存年金； 表示（x）延期 n 年的定期 m-n 年的年金。

3  条件阿基米德 Copula

3.1  生存 Copula 函数

引理 1 令一对可交换的非负随机变量 X，Y 分别为（x）与（y）个体，设

联合生存函数为 =P｛X>x，Y>y｝，则其边缘生存函数分别为 。

并假定 为连续严格减函数，且 =1， =1，则（x，y）的生存

Copula 为 。

证明： ，

，

再由推论 1 得： 。

为了简单起见，我们考虑 是阿基米德 Copula 的情况。这是因为阿基

米德 Copula 对边缘分布的类型并没有严格的限制，它可以为任意分布。设它的

生成元为 （t），并满足 （1）=0，（0）= ∞。所以 ；即：

  （8）

3.2  条件生存 Copula 函数

命题 1 令 ，且｛X>x，Y>y｝条件下

的条件生存为 ，则对任意的 t>0，有

。

证明：

，

同理，
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又因为： ，则

。

定理 3 设联合生存状态（xy）的生存函数为 ，X，Y 服从［0，1］

上的均匀分布。（x）的生存函数为 ，（y）的生存函数为 。令对

应的生存 为阿基米德 Copula，设其生成元为 （t），则在｛X>x，

Y>y｝条件下的条件 也是阿基米德 Copula，且生成元为：

  （9）

证明：令 ，则

故 是阿基米德 Copula 下求其生成元 xy（s）。

。

推论 2 若｛X>x，Y>y｝条件下的条件 Copula 为 ，则联合生存函数 

，

联合死亡函数 。
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4  家庭联合寿险的精算模型

4.1  承保对象及保险责任

承保对象：法定年龄（男 22 周岁，女 20 周岁）以上，身体健康，且年龄

均不高于 35 周岁的合法夫妻，分别用（x），（y）表示。保险责任：

①寿险：夫妻双方任一人在保单生效后死亡，死亡时刻立即给付保险金

R1；

②年金：规定每年年初支付。

设夫妻双方年龄分别为 x，y（x ≤ y），记 m=60-y，n=60-x，则年金的给

付可以划分为如下三种形式：

①在投保的第 m ～ n 年间，若 存在，则每年给付 a1R2（a1>1）；

②在 n 年后，若 存在，则每年给付 R2；

③在 n 年后，若（xy）存在，则每年给付 a2R2（a2>1）。

4.2  纯保费的计算

该模型中，利息力累积函数采用 y（t）=δ t+βW（t）。其中δ 为常利息力，

β ≥ 0 为常实数，W（t）为一个标准的 Wiener 过程。并且假设 y（t）与 T（x），

T（y）相互独立。并且采用推论 2 介绍的由条件 Copula 函数  构造的联

合生命函数。

均衡保费为 h 年内，当（xy）存在时每年年初支付的。则第 k（0 ≤ k ≤ h）

年年初的支付额为 1 个单位的精算现值为：

。

（1）寿险部分。先设本文的寿险死亡赔付额为 1 个单位，寿险部分保险责

任可划分为以下两个方面：

①（xy）结束时，得到 1 个单位的赔付额，其精算现值用 表示；

②（ ）结束时，得到 1 个单位的赔付额，其精算现值用 表示，则：
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。

根据平衡准则，投保时趸缴净保费的精算现值应该和该部分的均衡年保费

精算现值相等，从而可以得到平衡方程：

，

该部分 1 个单位的均衡年保费为： 。

（２）年金部分。形式（1）相当于（ ）延期 m 年的定期 n-m 年的年金，

其精算现值为：

，其 1 个单位的均衡年保费为： 。

形式（2）相当于（ ）延期 n 年的终身年金，其精算现值及其 1 个单位的

均衡年保费为：

。

形式（3）相当于延期年得终身年金，其精算现值及其 1 个单位的均衡年保

费为：

。

综上可得，该家庭联合寿险保单的总均衡年保费为：

  （10）

5  结论

当把相关个体间的关系简单的当做独立来处理，会导致保费的增加，进而

损害了投保人的利益。而用条件 Copula 函数处理个体关系，比普通 Copula 函数

更有利于投保人。这是因为条件 Copula 函数考虑了家庭联合寿险的前提条件，

所以比普通 Copula 函数更加符合实际，也更加精确。并且当采用同种 Copula 函
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数时，个体间的相关程度越高时，保费也会相应的有所增加。
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