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摘  要：通过二进制思想给出定义在区间上的半连续函数的凸性的一个等价性

结论的证明，揭示了函数在半连续条件下凸性的两种定义的等价性，显示了半

连续与凸性的本质上的相关性。
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1  引言

众所周知，经典的数学分析给出的函数凸性的定义为：

设 f 为定义在区间 I 上的函数，若对 I 上任意两点 x1、x2，及任意实数λ ∈

（0，1），总有

	 	 （1）

则称 f 为区间 I 上的下凸函数（也称为凸函数）。其本质是：若 f 在 x0 ∈ I

处有切线，则切线总在图像下方。对应地，设 f 为定义在区间 I 上的函数，若对

I 上任意两点 x1、x2，及任意实数 λ ∈（0，1），总有

则称 f 为区间 I 上的上凸函数（也称为凹函数）。其本质是：若 f 在 x0 ∈ I

处有切线，则切线总在图像上方。

另一方面，对于函数 f，若满足：对 I 上任意两点 x1、x2，总有

	 	 （2）
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一般也可推测到：若 f 在 x0 ∈ I 处有切线，则切线总在图像上方。从而可以

得出：称 f 为区间 I 上的凸函数的结论。事实上，也有一些教材把满足条件（2）

作为凸函数的定义。这自然引发一个问题：（1）与（2）是等价的吗 ? 本文比

较完整地来回答这一问题。

2  预备知识

定义 1  设函数 f 定义在区间 I 上，

（1）若 且有，则称函数 ，处下半连续；若函数 f 在区

间 I 上每一点处都下半连续，则称函数 f 在区间 I 上下半连续；

（2）若 且有 ，则称函数 f 在 x0 处上半连续；若函数 f

在区间 I 上每一点处都上半连续，则称函数 f 在区间 I 上上半连续。由上述定义

及上下极限的定义，下面的结论显然易见：

引理 1  设函数 f（x）定义在区间 I 上，则有

（1）函数 f（x）在 x0 ∈ I 处下半连续的充要条件是函数 -f（x）在 x0 ∈ I

处上半连续；

（2）函数 f（x）在区间 I 上下半连续的充要条件是函数 -f（x）在区间 I 上

上半连续。

3  主要结果

定理 2  设 f 为定义在区间 I 上的下半连续函数，则如下两个说法等价：

（1）对 I 上任意两点 x1、x2，及任意的实数 λ ∈（0，1），总有

（2）对 I 上任意两点 x1、x2，总有

证明：

（1） （2）：设（1）成立，则在（：1）中令 即得（2）；

（2） （1）：设（2）成立，以下分三种情形来证明：
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（1）先证： 。

事实上，k=1 即得（2），故结论成立。

设 k=m 时成立，即

	 	 （3）

而 k=m+1 时， 记 ， ，

由区间 I 是凸集可知 y1 ∈ I、y2 ∈ I，于是由（2）及（3）得

于是由数学归纳法知， 对一切正整数 k 成

立。

（2）设 λ 为非零二进纯有限小数，即

，
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则存在正整数 m ＜ 2k 使得 ，由于 ，其

中

则由（2）的结论知

即 ，

故（1）成立。

（3）设 λ 为正二进纯小数，则由实数理论知，存在一列正二进有限纯小

数｛λ i｝，使得 ，注意到 ，由函数的下半连续性及

下极限的单调性，可得

这就证明了（1）成立，从而（1）与（2）的等价性得证。

结合数学分析中关于凸函数的定义，可得如下：

推论 1  设 f 为定义在区间 I 上的下半连续函数，则函数 f 在 I 上是凸函数

的充分必要条件是：对 I 上任意两点 x1、x2，总有

。

与定理 2 相对应，进一步可得

定理 3  设 f 为定义在区间 I 上的上半连续函数，则如下两个说法等价：

（1）对 I 上任意两点 x1、x2，及任意的实数 λ ∈（0，1），总有

（2）对 I 上任意两点 x1、x2，总有

证明：可用定理 2 的思路，分成三大步来证明．这只要对定理 2 证明中的

相应文字作相应的改动即可。但考虑到定理 3 中的不等式及函数的上半连续与

下半连续的关系，可直接利用定理 2 得如下证明：由 f 为定义在区间 I 上的上半

连续函数，知 -f=g 为定义在区间 I 上的下半连续函数。显然（1）、（2）分别
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等价：

（1'）对 I 上任意两点 x1、x2，及任意的实数 λ ∈（0，1），总有

（2'）对 I 上任意两点 x1、x2，总有 g

于是利用定理 2 直接得（1） （1'） （2'） （2），证毕。

结合数学分析中关于凹函数的定义，可得

推论 2  f 为定义在区间 I 上的上半连续函数，则函数 f 在 I 上是凹函数的充

分必要条件是：对 I 上任意两点 x1、x2，总有

。

进一步，由函数的半连续性蕴含连续性，又易得

推论 3  设 f 为定义在区间 I 上的连续函数，则

（1）函数 f 在 I 上是凸函数的充分必要条件是：对 I 上任意两点 x1、x2，总

有

。

（2）f 为定义在区间 I 上的上半连续函数，则函数 f 在 I 上是凹函数的充分

必要条件是：对 I 上任意两点 x1、x2，总有

。

利用推论 3 中的（1），易证关于凸函数的一个经典结论：设 f 为定义在区

间 I 上的二阶可导函数，若 f 的二阶导函数在 I 上恒非负，则 f 为 I 上的凸函数。

事实上，显然 f 在 I 上连续．又设 x1，x2 ∈ I，x1 ＜ x2。由条件，由拉格朗日中

值定理，存在

使得
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即得

从而由推论 3 的（1）知结论成立。
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