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Abstract: The research on circumference ratio π in the past millennium mainly 

focuses on three aspects: (1) finding the true value of π; (2) telling what type of 

number π is; (3) expressing π by infinite expansion. This paper studies π from 

another perspective and finds the relationship between it and other mathematical 

constants. 

Mathematician Euler, in 1743, discovered the famous formula betweenπand number 

e (the natural base of logarithm), eiπ+1=0, which indicates their relationship with 

imaginary numbers. In this paper, the authors find the real relationship between π 

and e, though a new constants μ and Euler constantsγ. The real number relationship 

can be expressed by a new formulaπ= 1
2

eθ, θ=1+γ+2μ.
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摘  要：千年来对圆周率 π 的研究主要集中在三个方面：（1）求 π 的真值；

（2）π 是什么类型的数；（3）用无穷展开式表示 π。本文从另一个角度研究它，

寻找它和其他数学常数之间的关系式。

数学家欧拉于 1743 年，发现了 π 和数 e（自然对数的底）之间的著名公式

eiπ+1=0，体现了它们和虚数的关系。本文作者通过研究，发现了 π 和 e，与新

常数 μ 以及欧拉常数 γ 之间存在实数关系。公式为π= 1
2

eθ，θ=1+γ+2μ。

关键词：圆周率 π；国际数学节（国际圆周率日）；自然对数的底 e；新常数

μ（陈文伟常数）；新公式π= 1
2

eθ，θ=1+γ+2μ（陈文伟公式）
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2011 年国际数学协会正式宣布，为了纪念中国古代数学家祖冲之的圆周率，

将每年的 3 月 14 日设立为国际数学节。也称国际圆周率日（Pi day）。祖冲之，

在世界数学史上第一次将圆周率（π）值计算到小数点后的第 7 位，即 3.1415926

到 3.1415927 之间。

全世界爱好科学的人，都会在这天下午 1 时 59 分（象征圆周率的六位近似

值 3.14159），或者在下午 3 时 9 分（15 时 9 分），开展庆祝活动。

新常数 μ 和新公式π = 1
2

eθ的命名见此文后面的倡议书。

1  简述研究 π 的历史

1.1  求圆周率 π 的真值

公元 263 年刘徽在《九章算术注》中，运用“割圆术”的思想，算到正

3072 边形的面积，得到 π=3.1416。“割圆术”的思想也是我国古代数学中极限

概念的萌芽。

南北朝时期祖冲之（429 － 500 年），提出的“祖率”，将“圆周率”精算

到小数后第七位。欧洲数学家奥托，在祖冲之以后一千多年，才算出了这个数

值。荷兰的卢多夫（Ludolf van Geulen）于 1596 年计算了 60×233 边形的周长，

将 π 的精度提高到了小数点后 20 位。

随着计算机技术的快速发展，人类计算 π 的精度也得到破天荒式的提高。

2019 年 3 月 14 日，谷歌宣布圆周率现已计算到小数点后 31.4 万亿位。

1.2  圆周率 π 属于什么类型的数

研究圆周率 π 属于什么类型的数，这个问题也延续了上千年。它不属于整

数（整数是不含小数的），也不是有理数（有理数是能用任何两个整数的比表示）。

经过多个数学家的努力，1761 年德国数学家兰伯特首次证明了 π 是无理数（无

理数是无限不循环小数）。

1882 年德国数学家林德曼证明了 π 是超越数（超越数不是有理系数方程

的根）。
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1.3  用无穷展开式表示 π

如何表示 π，历史上经过了漫长的岁月。主要采用的无穷展开式有无穷级

数式、无穷连分式、无穷乘积式以及无穷三角函数展开式等形式。影响较大的

是下面列举的二个有名的无穷级数式：

（1）莱布尼兹（1673）

 π=4（1- 1
3

+ 1
5

- 1
7

+ 1
9

-
1

11 +…） （1）

（2）牛顿（1642-1727）

 π=6（
1
2 + 1

2×3×23 + 1
2×4×5×25 + 1

2×4×6×7×27 +…） （2）

2  π 和 e的美妙关系—欧拉公式

2.1  神奇的常数 e

在数学常数中，仅次于 π 的数学常数是 e，它是自然对数的底。对数

最 有 效 的 应 用 是， 化 乘 为 加， 即 log（xy）=log x+log y； 化 除 为 减， 即

log（x /y）=log x-log y。对数计算尺就是利用这个原理。对数尺曾经在计

算乘、除、平方、平方根等运算上起到了快速简化计算的效果。

在对数中，一般采用以 10 为底，在信息论中采用以 2 为底。以 e 为底的对

数叫自然对数，因为它使对数简洁化，成为了反映“自然规律”的对数。e 不仅

是无理数，也是超越数。

在微积分中，dex/dx=ex，∫exdx=ex。说明 ex 是微积分中的不变函数，即微积

分的中心。

在银行中有个名词叫“复利”，即新得到的利息同样可以生息，因此俗称“利

滚利”。那么“利”是不是会一直增大到无穷大呢？你会发现，似乎有一个“天

花板”挡住了这个企图，想靠 1 块钱疯狂赚取 1 个亿的目标，这个“天花板”

就是 e，它也是银行不倒的压舱石！利用本金和利息进行反复赚取利息的计算公

式为e=lim
n →∞（1+

1
n）

n
。

生物的生长与繁殖过程，恰恰也类似于“利滚利”的过程。e 同样是它们的
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“天花板”，这样保持了生物种群的稳定性。

2.2  π 和 e 之间的虚数关系

欧拉在得到 sin x 和 cos x 的无穷级数后，在牛顿的 ex 展开式中，令 x 为虚

数 ix 后的结果：

	 eix=1+ix+
（ix）2

    2 ！
+

（ix）3

    3 ！
+…+

（ix）n

    n ！
+… （3）

由于虚数 i= -1，i2=-1，i3=-i，i4=1，…

	 eix=（1- x2

   2 ！
+ x4

   4 ！
- x6

   6 ！
+…）+i（ x3

   3 ！
+ x5

   5 ！
- x7

   7 ！
+…） （4）

这时，就有了欧拉的最初公式：

	 eix=cosx+isinx	 （5）

当 x=π 时，sinπ=0，cosπ=-1，此时就有更简洁的欧拉公式：

	 eiπ+1=0 （6）

欧拉公式表明了 π 与 e 和虚数 i 的美妙关系！

数学家本杰明·皮尔斯对欧拉公式这样评价：“它绝对是正确的，也是绝

对诡异的，我们无法理解它，也无从知晓它的含义。但我们已经证明了它，因

此我们知道它就一定是正确的。”正是由于公式的神秘性，人们也称它为“上

帝的公式”。

德国《数学情报》杂志的读者，曾投票将欧拉公式评为历史上最美的数学

公式。排名为第一名。

3  欧拉常数 γ 后面的新常数 μ——陈文伟常数

3.1  调和级数的剩余尾项

欧拉常数是调和级数与 ln n 之差的极限，其公式和值表示为

 γ=lim
n →∞（

n

∑
k=1

1
k

-ln n）=0.57721566490153286060651…… （7）

欧拉把调和级数的部分和写为

 
n

∑
k=1

1
k

=ln n+γ+ε'n	 （8）
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并说明ε'n 接近于
1

2n。现在我们把它直接写为
1

2n -εn

这样上式就表示为

 
n

∑
k=1

1
k

=ln n+γ+
1

2n
-εn	 （9）

我们把上式中的剩余尾项εn 改写成

 εn=γ+
1

2n
-（

n

∑
k=1

1
k

-ln n）	 （10）

可知剩余尾项εn 是个很小的数。

3.2  调和级数的剩余尾项ε n 的表达式

在文献［1］的第 2 页中，给出了调和级数求和的完整公式：

 
n

∑
k=1

1
k

=γ+ln n+
1

2n
-

∞

∑
k=2

Ak

n（n+1）…（n+k-1）
 （11）

其中

	 Ak=
1
k∫

1

0
 x（1-x）（2-x）…（k-1-x）dx	 （12）

式（10）可转化为

 ε n=
∞

∑
k=2

Ak

n（n+1）…（n+k-1）
 （13）

3.3  关于剩余尾项ε n 的引理

引理 1：剩余尾项εn 的级数和的新表达式为

 
∞

∑
n=1

εn=
∞

∑
k=1

Ak+1

k·k! （14）

引理 2：剩余尾项εn 的级数和是收敛的。

引理 3：存在极限 lim
n →∞

. nεn=0．

以上三个引理的证明见文献［2］。

3.4  新常数μ 的定义

定义 1：调和级数求和公式中剩余尾项εn 的级数和定义为新常数 μ，即

 μ=
∞

∑
n=1

εn	 （15）

由引理 2 可知，剩余尾项εn 的级数和一定收敛为一个常数。
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（1）常数 μ 的第一个计算公式

按引理 1 的公式（14），可以得到常数 μ 的计算公式：

 μ=
∞

∑
k=1

Ak+1

k·k! （16）

其中 Ak 的表达式见公式（12）。

按此公式在计算机上计算，参见文献［4］，取 20000 项的级数和为：

μ=0.130330331383179…

（2）常数 的第二个计算公式

按公式（10）进行级数求和，得到常数 μ 的计算公式为

 μ=
∞

∑
n=1

（γ+
1

2n
-（

n

∑
k=1

1
k

-ln n）） （17）

按此公式在计算机上计算，参见文献［5］，取 20000 项的级数和为

μ=0.130326534636424…

从公式（17）中很容易看出，常数 μ 是隐藏在欧拉常数 γ 的后面的新常数。

按下面的倡议书，把这个新常数命名为陈文伟常数。

4  π 和 e之间的实数关系—陈文伟公式

4.1  新常数 θ 的定义

定义 2：组合欧拉常数 γ 和陈文伟常数 μ 的新常数 θ 为

 θ=1+γ+2μ=1.83787706640934548356065… （18）

这个新常数是个实数。后面将用到它。

4.2  新公式的发现

现在来求阶乘 n ！的新近似公式

定理 1：n ！的新近似公式

	 n!=e
1
2

θnn+
1
2 e-neη n	 （19）

证明见文献［3］。

推论：存在极限

 lim
n →∞

 n!en

nn n
=e

1
2

θ （20）
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4.3  π 和 е 之间的新公式

定理 2：圆周概率 π 和自然对数的底数 е 和新常数 θ 之间存在一个新的

简洁公式：

 π= 1
2

eθ （21）

证明：斯特林公式存在极限

 lim
n →∞

 n!en

nn n
= 2π （22）

对比公式（20），按极限的唯一性定理可知，成立等式：

 2π =e
1
2

θ （23）

整理后可得式（21）。

由于新公式反映了 π 和 e 的实数关系，就可以用于相互转换。在概率统

计中有多个常用公式中同时含有 2π和 e 的指数，说明它们之间存在紧密关

系，这个关系就是公式（23）。用新公式进行转换，就可以简化现有的多个公

式。例如：

（1）正态分布密度函数：p（x）= 1
2π

 e
-

1
2
x2

简化为 p（x）=e
- 1

2
（x2+θ）

（2）傅里叶变换：F（λ ）= 1
2π

∫∞
-∞ f（t）e-iλ tdt 简化为 F（λ ）=∫∞

-∞ f（t）  

e-（iλ t+ θ
2

）dt

新的简洁公式：π= 1
2

eθ，θ=1+γ+2μ。按倡议书称为陈文伟公式。

5  结束语

5.1  关于命名

作者参加了第四届模糊系统与数据挖掘国际学术会议（FSDM 2018），发表

了论文（文献［6］）。同加拿大数学家 Hari Mohan Srivastava（加拿大数学和统

计学学科的最高研究人员中名列第二位）座谈，他签署了倡议，并由大会组织

者推荐，形成了下面的倡议书。
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新公式和新常数分别是在欧拉公式和欧拉常数的台阶上，向前走了一步。

对新公式和新常数的命名，也是为后来的研究者向前发展提供了一个台阶。

在西方数学的历史上，一般会对研究成果用发现者名字来命名。命名不仅

是对成果的肯定，还能激励后来者在成果的基础上向前发展，也能減少成果在

时间的长河中被流失。命名确实促进了数学的进步！

5.2  π 的简洁公式的启示

由于陈文伟常数 μ 是隐藏在欧拉常数 γ 后面的常数，可以说陈文伟常数

是对欧拉常数的补充。它们组合而成的数 θ，完成了 π 和 e 之间的实数关系。

欧拉公式表现了 π 和 е 与虚数 i 的关系。而陈文伟公式表现了 π 和 e 与

欧拉常数 γ 以及陈文伟常数 μ 之间的实数关系。一个虚关系，一个实关系，

两者构成了完美组合！

从欧拉公式到陈文伟公式，所体现出来的是，不同数学常数间存在着简洁

关系！这种简洁关系既体现了数学中深层次的奥秘，也体现了数学中的美！
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