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摘  要｜三次样条插值在工程中有重要应用。通常，建立样条插值的方法有 2 种：以一

阶导数为参数的三转角法（m 法）及以二阶导数为参数的三弯矩法（M 法）。

在建立插值节点方程组时，m 法对第 1 类边界条件的处理较为简洁，M 法对第

2 类边界条件的处理较为便捷。为方便计算编程，本文全面整理、详细补充导出

了三次样条插值三转角法（m法）节点方程组的建立及其求解方法。

关键词｜三次样条；插值；三转角法；m法；计算数学；方程组；求解

Copyright © 2021 by author (s) and SciScan Publishing Limited
This article is licensed under a Creative Commons Attribution-NonCommercial 
4.0 International License. https://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/

1  前言

三次样条插值在工程中有着重要的应用，但三次样条插值的建立较为繁杂。

三次样条插值，就是节点值为原数据值；节点之间的值，由三次样条曲线进行

插值确定。
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通常，建立样条插值节点方程组的方法有 2 种：以一阶导数为参数的三转

角法（m 法）及以二阶导数为参数的三弯矩法（M 法）。在建立插值节点方程

组时，m 法对第 1 类边界条件的处理较为简洁，M 法对第 2 类边界条件的处理

较为便捷。

一般，专业计算数学教科书及数学手册对三次样条插值的原理方法阐述较

为简略、紧凑，推导中省略了部分过程，这使工程技术人员对三次样条插值原

理的阅读理解有些困难。为方便计算编程，本文全面整理、详细补充导出了各

类边界条件下三次样条插值三转角法（m 法）节点方程组的建立及其求解方法。

2  三次样条函数

记样条函数 S（x）在 x=xj 节点处的函数值、一阶导数、二阶导数分别为：

S（xj）=yj             j=0，1，2，...，n

记：mj=Sj
'（xj）

则 三 次 样 条 S（x）=Sj（x） 在 区 间［xj，xj+1］ 上 是 三 次 多 项 式（ 有 从

Hermite 插值多项式推导）：

H（x）=
n

∑
j=0

［yj α j（x）+mj β j（x）］

S（x）=
（x-xj）（x-xj+1）

2

hj
2 ·mj+

（x-xj+1）（x-xj）
2

hj
2 ·mj+1

               +
［hj+2（x-xj）］·（x-xj+1）

2

hj
3 ·yj+

［hj-2（x-xj+1）］·（x-xj）
2

hj
3 ·yj+1

              j=0，1，2，…n-1

（1）

S（x）=hj·
x-xj

hj
·（

x-xj+1

hj
）2·mj+hj·

x-xj+1

hj
·（

x-xj

hj
）2·mj+1

             +（1+2
x-xj

hj
）·（

x-xj+1

hj
）2·yj+（1-2

x-xj+1

hj
）·（

x-xj

hj
）2·yj+1

              j=0，1，2，…n-1

    （1a）

S（x）=hj［q1（x）q2（x）2］·mj+hj［q2（x）q1（x）2］·mj+1

              +［1+2q1（x）］q2（x）2·yj+［1-2q2（x）］q1（x）2·yj+1

              j=0，1，2，…n-1

     （1b）
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3  样条导函数

3.1  一阶导函数

由（1）得到：

Sj
'（x）=

2（x-xj）（x-xj+1）+（x-xj+1）
2

hj
2 ·mj+

2（x-xj+1）（x-xj）+（x-xj）
2

hj
2 ·mj+1

               +
2［hj+2（x-xj）］·（x-xj+1）+2（x-xj+1）

2

hj
3 ·yj

               +
2［hj-2（x-xj+1）］·（x-xj）-2（x-xj）

2

hj
3 ·yj+1

                 j=0，1，2，…n-1

（1-1）

Sj
'（x）=［2

x-xj

hj
·

x-xj+1

hj
+（

x-xj+1

hj
）2］·mj  +［2

x-xj

hj
·

x-xj+1

hj
+（

x-xj

hj
）2］·mj+1

             +［（2+4
x-xj

hj
）

x-xj+1

hj
+2（

x-xj+1

hj
）2］·

yj

hj

             +［（2-4
x-xj+1

hj
）

x-xj

hj
-2（

x-xj

hj
）2］·

yj+1

hj

                 j=0，1，2，…n-1

Sj
'（x）=［2 q1（x）q2（x）+q2（x）2］·mj

               +［2 q1（x）q2（x）+q1（x）2］·mj+1

               +［（2+4 q1（x））·q2（x）+2 q2（x）2］·
yj

hj

               +［（2-4 q1（x）q2（x））-2（q1（x））2］·
yj+1

hj

               j=0，1，2，…n-1

                   （1-1a）

3.2  二阶导函数

由（1-1）得到：

Sj
''（x）=

2（x-xj）+2（x-xj+1）+2（x-xj+1）

hj
2 ·mj+

2（x-xj+1）+2（x-xj）+2（x-xj）

hj
2 ·mj+1

                 +
2［hj+2（x-xj）］+ 4（x-xj+1）+ 4（x-xj+1）

hj
3 ·yj

                 +
2［hj-2（x-xj+1）］- 4（x-xj）- 4（x-xj）

hj
3 ·yj+1

                 j=0，1，2，…n-1
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Sj
''（x）=

2（x-xj）+4（x-xj+1）

hj
2 ·mj+

4（x-xj）+2（x-xj+1）

hj
2 ·mj+1

                +
2xj+1-2xj+ 4（x-xj）+ 8（x-xj+1）

hj
3 ·yj+

2xj+1-2xj-4（x-xj+1）-8（x-xj）

hj
3 ·yj+1

即二阶导函数为：

Sj
''（x）=

2（x-xj）+4（x-xj+1）

hj
2 ·mj+

4（x-xj）+2（x-xj+1）

hj
2 ·mj+1

                +
6（x-xj）+6（x-xj+1）

hj
3 ·（yj-yj+1）

	 （1-2）

Sj
''（x）= 1

hj
［2q1（x）+4q2（x）］·mj+

1
hj
［4q1（x）+2q2（x）］·mj+1

              +
1
hj

2 ［6q1（x）+6q2（x）］·（yj-yj+1）
    （1-2a）

3.3  三阶导函数

由（1-2）得到：

Sj
'''（x）= 6

hj
2 （mj+mj+1）- 12

hj
3

（yj+1-yj）	 （1-3）

4  节点左右限导数

4.1  节点左右限一阶导数

由一阶导函数（1-1）：

Sj
'（x）=

2（x-xj）（x-xj+1）+（x-xj+1）
2

hj
2 ·mj+

2（x-xj+1）（x-xj）+（x-xj）
2

hj
2 ·mj+1

               +
2［hj+2（x-xj）］·（x-xj+1）+2（x-xj+1）

2

hj
3 ·yj

               +
2［hj-2（x-xj+1）］·（x-xj）-2（x-xj）

2

hj
3 ·yj+1

                 j=0，1，2，…n-1

得到节点的一阶右导数及左导数：
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Sj
'（x+0）=Sj

'（xj
+）

               =
2（x-xj）（x-xj+1）+（x-xj+1）

2

hj
2 ·mj+

2（x-xj+1）（x-xj）+（x-xj）
2

hj
2 ·mj+1

                 +
2［hj+2（x-xj）］·（x-xj+1）+2（x-xj+1）

2

hj
3 ·yj

                 +
2［hj-2（x-xj+1）］·（x-xj）-2（x-xj）

2

hj
3 ·yj+1

               = （x-xj+1）
2

hj

·mj+
2hj·（x-xj+1）+2（x-xj+1）

2

hj
3 ·yj

               =mj+
2hj·（x-xj+1）+2（x-xj+1）

2

hj
3 ·yj

               =mj

Sj
'（xj-0）=Sj

'
-1（xj

-）

                  =
2（x-xj -1）（x-xj）+（x-xj）

2

h 2
j-1

·mj-1+
2（x-xj）（x-xj-1）+（x-xj-1）

2

h 2
j-1

·mj

                     +
2［hj-1+2（x-xj-1）］·（x-xj）+2（x-xj）

2

h 3
j-1

·yj-1

                     +
2［hj-1-2（x-xj）］·（x-xj-1）-2（x-xj-1）

2

h 3
j-1

·yj

                  =
（x-xj+1）

2

h 2
j-1

·mj+
2hj-1·（x-xj-1）-2（x-xj-1）

2

h 3
j-1

·yj

                  =mj

4.2  节点左右限二阶导数

由二阶导函数（1-2）：

Sj
''（x）=

2（x-xj）+4（x-xj+1）

hj
2 ·mj+

4（x-xj）+2（x-xj+1）

hj
2 ·mj+1

                            +
6（x-xj）+6（x-xj+1）

hj
3 ·（yj-yj+1）

得到节点 j 的二阶右导数及左导数：
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Sj
''（x+0）=Sj

''（xj
+）

                  =
4（xj-xj+1）

hj
2 ·mj+

2（xj-xj+1）

hj
2 ·mj+1-

6（xj-xj+1）

hj
3 ·（yj+1-yj）

                  =-
4

hj
·mj-

2

hj
·mj+1+

6

hj
2 ·（yj+1-yj）

Sj
''（x-0）=S''

j-1（xj
-）

                  =
2（x-xj-1）+4（x-xj）

h2
j-1

·mj-1+
4（x-xj-1）+2（x-xj）

h2
j-1

·mj

                    +
6（x-xj-1）+6（x-xj）

h3
j-1

·（yj-1-yj）

                  =
2（xj

--xj-1）

h2
j-1

·mj-1+
4（xj

--xj-1）

h2
j-1

·mj+
6（xj

--xj-1）

h3
j-1

·（yj-1-yj）

                  =
2

hj-1

·mj-1+
4

hj-1

·mj-
6

h2
j-1

·（yj-yj-1）

即节点左右限二阶导数方程：

Sj
''（xj

+）=-
4

hj
·mj-

2

hj
·mj+1+

6

hj
2·（yj+1-yj）

S''
j-1（xj

-）=
2

hj-1

mj-1+
4

hj-1

·mj-
6

h2
j-1

·（yj-yj-1）

（2）

5  内节点三转角方程

由节点二阶导数方程（2）：

Sj
''（xj

+）=-
4

hj
·mj-

2

hj
·mj+1+

6

hj
2 ·（yj+1-yj）=Mj

+

S''
j-1（xj

-）=
2

hj-1

mj-1+
4

hj-1

·mj-
6

h2
j-1

·（yj-yj-1）=Mj
-

当为内节点时（端点时 h0-1 无意义），上式同乘：
hj-1·hj

hj-1+hj
，则有：

-4 
hj-1

hj-1+hj
mj-2 

hj-1

hj-1+hj
mj+1+6 

hj-1

hj-1+hj
 

yj+1-yj

hj
=

hj-1

hj-1+hj
hj Mj

+

2 
hj

hj-1+hj
mj-1+4 

hj

hj-1+hj
mj-6

hj

hj-1+hj
 

yj-yj-1

hj-1

=
hj-1

hj-1+hj
hj Mj

-
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令：α j=
hj-1

hj-1+hj
，β j=

hj

hj-1+hj
，

则得到内节点转角方程：

2α j mj+α j mj+1=3 α j 
yj+1-yj

hj
- 1

2
 
hj-1·hj

hj-1+hj
Mj

+

β j mj-1+2β j mj=3 β j 
yj-yj-1

hj-1

+ 1
2

 
hj-1·hj

hj-1+hj
Mj

-

    （3）

（3）两式相加，得到内节点三转角联合方程：

β j mj-1+2mj+α j mj+1=3β j 
yj-yj-1

hj-1

+3α j 
yj+1-yj

hj
+ 1

2
·

hj-1·hj

hj-1+hj
（Mj

--Mj
+）  （4）

由于内节点的连续性，Mj
-=Mj

+，因此由节点联合方程（4）可得到内节点三

转角方程：

β j mj-1+2mj+α j mj+1=3β j 
yj-yj-1

hj-1

+3α j 
yj+1-yj

hj
             j=1，2，...，n-1     （5）

或：hj mj-1+2（hj-1+hj）·mj+hj-1 mj+1=3 hj-1
yj+1-yj

hj

+3hj 
yj-yj-1

hj-1

+ 1
2

 hj hj-1（M-
j-1-Mj

+）（5a）

即节点三转角方程：

β j mj-1+2mj+α j mj+1=dj                                 j=1，2，…，n-1                        （6）

其中：

α j=
hj-1

hj-1+hj

β j=
hj

hj-1+hj
=1-α j

dj=3β j 
yj-yj-1

hj-1

+3α j 
yj+1-yj

hj
               j=1，2，…，n-1

                       （6a）

考虑边界点，则节点转角方程组为：

2	 α 0

β 1	 2	 α 1

	 β j	 2	 α j

		  	 	

			   β n-1	 2	 α n-1

				    β n	 2

·

m0

m1

mj

…

mn-1

mn

=

d0

d1

dj

…

dn-1

dn

                                                    （6b）

其中：α 0，β n，d0，dn 要依赖于边界条件来确定。
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6  边界方程

6.1  边界方程形式 1

由节点二阶导数方程（2）：

Sj
''（xj

+）=-
4

hj
·mj-

2

hj
·mj+1+

6

hj
2·（yj+1-yj）

S''
j-1（xj

-）=
2

hj-1

mj-1+
4

hj-1

·mj-
6

h2
j-1

·（yj-yj-1）

得到右限及左限二阶导数：

Sj
''（xj

+）=-
4

h0

·m0-
2

h0

·m1+
6

h0
2 ·（y1-y0）=M0

S''
j-1（xj

-）=
2

hn-1

mn-1+
4

hn-1

·mn-
6

h2
n-1

·（yn-yn-1）=Mn

4

h0

·m0+
2

h0

·m1=
6

h0
2 ·（y1-y0）-M0

2

hn-1

mn-1+
4

hn-1

·mn=
6

h2
n-1

·（yn-yn-1）-Mn

上式同乘：
hn-1·h0

hn-1+h0

，

则有：

hn-1

hn-1+h0

·4m0+
hn-1

hn-1+h0

·2m1=
hn-1

hn-1+h0

·
6

h0

·（y1-y0）- hn-1·h0

hn-1+h0

·M0

h0

hn-1+h0

·2mn-1+
h0

hn-1+h0

·4mn=
h0

hn-1+h0

·
6

hn-1

·（yn-yn-1）+ hn-1·h0

hn-1+h0

·Mn

令：α n=
hn-1

h0+hn-1

，β n=
h0

h0+hn-1

则边界方程 1：

2α n m0+α n m1=3α n 
y1-y0

h0

 -
1
2

 
hn-1·h0

hn-1+h0
M0=3α n  

y1-y0

h0

 -
1
2

 α n h0 M0

β n mn-1+2β n mn=3β n 
yn-yn-1

hn-1

+
1
2

 
hn-1·h0

hn-1+h0
Mn=3β n 

yn-yn-1

hn-1

+
1
2

 β n hn-1 Mn

    （7）

或：
2α n m0+α n m1=d0

β n mn-1+2β n mn=dn 
	 （7a）
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边界节点系数：
α n=

hn-1

hn-1+h0

               d0=3α n 
y1-y0

h0

 -
1
2

 
hn-1·h0

hn-1+h0
M0

β n=
h0

hn-1+h0

=1-α n    dn=3β n 
yn-yn-1

hn-1

+
1
2

 
hn-1·h0

hn-1+h0
Mn

	 （7b）

6.2  边界方程形式 2

由（7）边界方程 1，即可得到（8）边界方程形式 2：

即：
2m0+m1=3

y1-y0

h0

-
1
2

 h0 M0

mn-1+2mn=3 
yn-yn-1

hn-1

+
1
2

 hn-1 Mn 
	 （8）

则边界节点方程可写为：
2m0+α 0 m1=d0

β n mn-1+2mn=dn
	 （8a）

边界节点系数：

α 0=1     d0=3 
y1-y0

h0

-
1
2

 h0 M0

β n=1     dn=3 
yn-yn-1

hn-1

+
1
2

 hn-1 Mn

	 （8b）

7  各类边界条件插值节点方程组

7.1  第 1 类（一阶导数）边界条件

S'（x0
+）=m0             S

'（xn
-）=mn

当 S'（x0
+）=S'（xn

-）=0 时，曲线端点处于水平状态。

边界节点的一阶导数值已知，不需求解：
S'（x0

+）=m0

S'（xn
-）=mn

对比边界节点方程（8a），

显然，可得到：
α 0=0        d0=2m0

β n=0        dn=2mn

从而有：

1）边界节点方程：
2m0+α 0 m1=d0

β n mn-1+2 mn=dn 
	 （9a）

2）边界节点系数：
α 0=0        d0=2m0

β n=0        dn=2mn
	 （9b）
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3）节点转角方程组：

2	 α 0

β 1	 2	 α 1

	 β j	 2	 α j

		  	 	

			   β n-1	 2	 α n-1

				    β n	 2

·

m0

m1

mj

…

mn-1

mn

=

d0

d1

dj

…

dn-1

dn

	 （9c）

因已知 m0 及 mn，不需求解，可删除 m0 及 mn 所在行得到简化矩阵方程组。

由于：
β 1 m0+2m1+α 1 m2=d1

β n-1 mn-2+2mn-1+α n-1 mn=dn-1

2m1+α 1 m2=d1-β 1 m0

β n-1 mn-2+2mn-1=dn-1-α n-1mn

4）简化转角方程组：

2  α 1

β 2  2  α 2

    β j  2  α j

           

        β n-2  2  α n-2

              β n-1  2

·

m1

m2

mj

…

mn-2

mn-1 

=

d1-β 1 m0

d2

dj

…

dn-2

dn-1-α n-1 mn

（9d）

7.2  第 2 类（二阶导数）边界条件

S''（x0）=M0     S
''（xn）=Mn

当 S''（x0）=S''（xn）=0 时，称为自然边界条件。

虽然已知边界节点二阶导数值，但仍需求解 m0 及 mn：
S''（x0）=M0

S''（xn）=Mn

对比边界节点方程（8a）及节点系数（8b），

可得到： 

1）边界节点方程：
2m0+α 0 m1=d0

β n mn-1+2 mn=dn 
	 （10a）

2）边界节点系数：

α 0=1     d0=3 
y1-y0

h0

-
1
2

 h0 M0

β n=1     dn=3 
yn-yn-1

hn-1

+
1
2

 hn-1 Mn

	 （10b）
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3）节点转角方程组：

2	 α 0

β 1	 2	 α 1

	 β j	 2	 α j

		  	 	

			   β n-1	 2	 α n-1

				    β n	 2

·

m0

m1

mj

…

mn-1

mn

=

d0

d1

dj

…

dn-1

dn

	 （10c）

7.3  第 3 类边界条件（周期边界条件）

S'（x0
+）=m0        S

'（xn
-）=mn

S''（x0
+）=M0        S

''（xn
1）=Mn

y0=yn

m0=mn

M0=Mn

因未知 m0、mn，及 M0、Mn，由（7）边界方程 1 两式相加，得到：

2α n m0+α n m1+β n mn-1+2β n mn=3α n 
y1-y0

h0

 +3β n 
yn-yn-1

hn-1

+ 1
2

 
hn-1·h0

hn-1+h0

（Mn- M0）

考察周期边界条件：
m0=mn

M0=Mn

从而得到：

1）边界节点方程：
2m0+α n m1+β n mn-1=d0

α n m1+β n mn-1+2mn=dn
	 （11a）

2）边界节点系数：
α n=

hn-1

h0+hn-1

                 d0=3α n 
y1-y0

h0

 +3β n 
yn-yn-1

hn-1

β n=
h0

h0+hn-1
=1-α n    dn=d0

（11b）

3）节点转角方程组：

2	 α n			   β n

β 1	2	 α 1

	 β j	 2	 α j

		  	 	

			   β n-1	 2	 α n-1

	 α n			   β n	 2

·

m0

m1

mj

…

mn-1

mn 

=

d0

d1

dj

…

dn-1

dn

	 （11c）

实际上，因 m0 及 mn 未知待解，m0=mn，可删除其中之一的 m0 所在矩阵行
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得以简化。

由于：β 1 m0+2m1+α 1 m2=d1 2m1+α 1 m2+β 1 mn=d1，得到：

4）简化转角方程组：

2	 α 1			   	 β 1

β 2	2	 α 2

	 β j	 2	 α j

		  	 	

			   β n-1	 2	 α n-1

α n				    β n	 2

·

m1

m2

mj

…

mn-1

mn 

=

d1

d2

dj

…

dn-1

dn

	 （11d）

7.4  端点抛物线结尾样条

此类边界实质为第 2 类边界条件，其插值相当于 mathcad 的 pspline（）插值。

参考《数值分析及其 matlab 实现》p437-438。

S'（x0
+）=m0        S

'（xn
-）=mn

S''（x0
+）=M0         S

''（xn
-）=Mn

S'''（x0
+）=0         S'''（xn

-）=0

由于三阶导数 =0，因此在区间［x0，x1］及［xn-1，xn］中，二阶导数为参数，

取：
M0=M1

Mn=Mn-1

则由节点二阶导数方程（2）：

Sj
''（xj

+）=-
4

hj
·mj-

2

hj
·mj+1+

6

hj
2 ·（yj+1-yj）=Mj

+

S''
j-1（xj

-）=
2

hj-1

mj-1+
4

hj-1

·mj-
6

h2
j-1

·（yj-yj-1）=Mj
-

在区间［x0，x1］及［xn-1，xn］上，得到节点二阶导数方程：

S0
''（x0

+）=-
4

h0

·m0-
2

h0

·m1+
6

h0
2 ·（y1-y0）=M0

+=M1

S0
''（x1

-）=
2

h0

 m0+
4

h0

·m1-
6

h0
2 ·（y1-y0）=M1

-=M1

S ''
n-1（x +

n-1）=-
4

hn-1

·mn-1-
2

hn-1

·mn+
6

h2
n-1

·（yn-yn-1）=M +
n-1=Mn-1

S ''
n-1（xn

-）=
2

hn-1

 mn-1+
4

hn-1

·mn-
6

h2
n-1

·（yn-yn-1）=Mn
-=Mn-1
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上述方程组，消除 M1 及 Mn-1，得到：

2m0+2·m1=
4

h0

·（y1-y0）

2mn-1+2·mn=
4

hn-1

·（yn-yn-1）

从而有：

1）边界节点方程：
2m0+α 0 m1+=d0

β n mn-1+2mn=dn
	 （12a）

2）边界节点系数：

α 0=2     d0=
4

h0

·（y1-y0）

β n=2     dn=
4

hn-1

·（yn-yn-1）

	 （12b）

3）节点转角方程组：：

2	 α 0			   	

β 1	2	 α 1

	 β j	 2	 α j

		  	 	

			   β n-1	 2	 α n-1

				    β n	 2

·

m0

m1

mj

…

mn-1

mn 

=

d0

d1

dj

…

dn-1

dn

	 （12c）

7.5  端点 3 次曲线样条（外推样条）

此类边界插值相当于 mathcad 的 cspline（）插值。参考《数值分析及其

matlab 实现》p446-447。

端点 M 取最近两节点的线性拓展：M=kx+c。 

即边界条件：
M0=M1+

M2-M1

h1

（x0-x1）=M1-
h0

h1

（M2-M1）

Mn=Mn-1+
Mn-2-Mn-1

hn-2

（xn-xn-1）=Mn-1+
hn-1

hn-2

（Mn-1-Mn-2）

由边界条件：
M0=M1-

h0

h1

（M2-M1）

Mn=Mn-1+
hn-1

hn-2

（Mn-1-Mn-2）
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则由节点二阶导数方程（2）：

Sj
''（xj

+）=-
4

hj
·mj-

2

hj
·mj+1+

6

hj
2 ·（yj+1-yj）=Mj

+

S''
j-1（xj

-）=
2

hj-1

mj-1+
4

hj-1

·mj-
6

h2
j-1

·（yj-yj-1）=Mj
-

在区间［x0，x2］上，得到节点二阶导数方程：

S0
''（x0

+）=-
4

h0

·m0-
2

h0

·m1+
6

h0
2·（y1-y0）=M0

+=M1-
h0

h1

（M2-M1）

S0
''（x1

-）=
2

h0

 m0+
4

h0

·m1-
6

h0
2·（y1-y0）=M1

-=M1

S ''
1（x +

1）=-
4

h1

·m1-
2

h1

·m2+
6

h2
1

·（y1-y2）=M +
1=M1

S ''
1（x2

-）=
2

h1

 m1+
4

h1

·m2-
6

h2
1

·（y2-y1）=M2
-=M2

上述方程组中 M0、M1、M2 为未知量，需从方程组中联立解出消除：

-
4

h0

·m0-
2

h0

·m1+
6

h0
2·（y1-y0）=M1-

h0

h1

（M2-M1）

2

h0

 m0+
4

h0

·m1-
6

h0
2·（y1-y0）=M1

-
4

h1

·m1-
2

h1

·m2+
6

h2
1

·（y1-y2）=M 1

2

h1

 m1+
4

h1

·m2-
6

h2
1

·（y2-y1）=M2

即：

-
4

h0

·m0-
2

h0

·m1+
6

h0
2·（y1-y0）=M1-

h0

h1

（M2-M1）

-
2

h0

 m0-
4

h0

·m1+
6

h0
2·（y1-y0）=-M1

h0

h1

 
6

h1

 m1+
h0

h1

 
6

h1

 ·m2-
h0

h1

 
12

h2
1

·（y2-y1）= h0

h1

（M2-M1）

上述 3 式相加，得到：

-
6

h0

·m0-
6

h0

·m1+
12

h2
0

·（y1-y0）+
h0

h1

 
6

h1

 m1+
h0

h1

 
6

h1

·m2-
h0

h1

 
12

h2
1

·（y2-y1）=0

即：
6

h0

·m0+（
6

h0

-
h0

h1

 
6

h1

）m1-
h0

h1

 
6

h1

·m2=
12

h2
0

·（y1-y0）-
h0

h1

 
12

h2
1

·（y2-y1）
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上式同乘：
h0·h1

h0+h1

，得到 j=0 的边界方程： 

h0·h1

h0+h1
 
6

h0

·m0+
h0·h1

h0+h1
（

6

h0

-
h0

h1

 
6

h1

）m1-
h0·h1

h0+h1
 
h0

h1

 
6

h1

·m2

=
h0·h1

h0+h1
 
12

h2
0

·（y1-y0）-
h0·h1

h0+h1
 
h0

h1

 
12

h2
1

·（y2-y1）

h1

h0+h1

m0+
h0

h0+h1

（
h1

h0

-
h0

h1

）m1-
h0

h0+h1

 
h0

h1

 m2=2 
h1

h0+h1

 
y1-y0

h0

-2
h0

h0+h1
 
h0

h1

 
y2-y1

h1
 

即 j=0 的边界方程：
β1 m0+（β1-α1 

h0

h1

）m1-α1 
h0

h1

 m2=

2 β1 
y1-y0

h0

 -2α1 
h0

h1

·
y2-y1

h1

	 （a）

同理，

由节点二阶导数方程（2）：

Sj
''（xj

+）=-
4

hj
·mj-

2

hj
·mj+1+

6

hj
2 ·（yj+1-yj）=Mj

+

S''
j-1（xj

-）=
2

hj-1

mj-1+
4

hj-1

·mj-
6

h2
j-1

·（yj-yj-1）=Mj
-

在区间［xn-2，xn］上，得到节点二阶导数方程：

S''
n-2（x+

n-2）=-
4

hn-2

·mn-2-
2

hn-2

·mn-1+
6

h2
n-2

·（yn-1-yn-2）=M +
n-2

S''
n-2（x-

n-1）=
2

hn-2

 mn-2+
4

hn-2

·mn-1-
6

h2
n-2

·（yn-1-yn-2）=M -
n-1

S''
n-1（x+

n-1）=-
4

hn-1

·mn-1-
2

hn-1

·mn+
6

h2
n-1

·（yn-yn-1）=M +
n-1

S''
n-1（x-

n）=
2

hn-1

 mn-1+
4

hj-1

·mn-
6

h2
n-1

·（yn-yn-1）=M -
n=M n-1+

hn-1

hn-2

（M n-1-M n-2）

上述方程组中 Mn-2、Mn-1、Mn 为未知量，需从方程组中联立解出消除：

-
hn-1

hn-2

 
6

hn-2

·mn-2-
hn-1

hn-2

 
6

hn-2

·mn-1+
hn-1

hn-2

 
12

h2
n-2

·（yn-1-yn-2）=-
hn-1

hn-2

（M +
n-1-M -

n-2）

4

hn-1

·mn-1+
2

hn-1

·mn-
6

h2
n-1

·（yn-yn-1）=-M +
n-1

2

hn-1

 mn-1+
4

hn-1

·mn-
6

h2
n-1

·（yn-yn-1）=Mn-1+
hn-1

hn-2

（Mn-1-Mn-2）

上述 3 式相加，得到：



·16·
三次样条插值三转角法（m 法）

——以一阶导数为参数

2021 年 11 月
第 3 卷第 4 期

https://doi.org/10.35534/ami.0304002	 www.sciscanpub.com/journals/ami

-
hn-1

hn-2

 
6

hn-2

·mn-2-
hn-1

hn-2

 
6

hn-2

·mn-1+
6

hn-1

·mn-1+
6

hn-1

·mn+
hn-1

hn-2

 
12

h2
n-2

·（yn-1-yn-2）

-
12

h2
n-1

·（yn-yn-1）=0

hn-1

hn-2

 
1

hn-2

·mn-2+（
hn-1

hn-2

 
1

hn-2

-
1

hn-1

）mn-1-
1

hn-1

·mn

=2 
hn-1

hn-2

 
1

hn-2

·
yn-1-yn-2

hn-2

-2
1

hn-1

·
yn-yn-1

hn-1

上式同乘：
hn-2·hn-1

hn-2+hn-1

，得到 j=n 的边界方程： 

hn-1

hn-2+hn-1

 
hn-1

hn-2

·mn-2+（
hn-1

hn-2+hn-1

 
hn-1

hn-2

_
hn-2

hn-2+hn-1

）mn-1-
hn-2

hn-2+hn-1

mn

=2 
hn-1

hn-2+hn-1

 
hn-1

hn-2

 
yn-1-yn-2

hn-2
-2 

hn-2

hn-2+hn-1

yn-yn-1

hn-1

即 j=n 的边界方程：

β n-1 
hn-1

hn-2

 mn-2+（β n-1 
hn-1

hn-2

-α n-1）mn-1-α n-1 mn

=2β n-1 
hn-1

hn-2

 
yn-1-yn-2

hn-2

-2α n-1
yn-yn-1

hn-1

	 （b）

从而有：

β 1 m0+（β 1-α 1 
h0

h1
）m1-α 1 

h0

h1
 m2=d0

β n-1 
hn-1

hn-2

 mn-2+（β n-1 
hn-1

hn-2

-α n-1）mn-1-α n-1 mn=dn

1）边界节点方程：
β 1m0+α 0 m1+α n m2=d0

β 0 mn-2+β n mn-1-α n-1 mn=dn
	 （13a）

2）边界节点系数：

α 0=β 1-α 1 
h0

h1
             α n=-α 1 

h0

h1
 

β 0=β n-1 
hn-1

hn-2

              β n=β n-1 
hn-1

hn-2

-α n-1=β 0-α n-1

d0=2β 1 
y1-y0

h0
-2α 1 

h0

h1
·

y2-y1

h1
 

dn=2β n-1 
hn-1

hn-2

· yn-1-yn-2

hn-2

-2α n-1·
yn-yn-1

hn-1

（13b）
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3）节点转角方程组：

β 1	α 0	 α n		  	

β 1	2	 α 1

	 β j	 2	 α j

		  	 	

			   β n-1	 2	 α n-1

			   β 0	 β n	-α n-1

·

m0

m1

mj

…

mn-1

mn 

=

d0

d1

dj

…

dn-1

dn

	 （13c）

8  对三角方程组 LU分解法求解

8.1  对三角方程组：

e0	 b0

aj-1	 ej-1	 bj-1

	 aj	 ej	 bj

		  	 	

			   an-1	 en-1	 bn-1

				    an	 en 

·

x0

xj-1

xj

…

xn-1

xn

=

g0

gj-1

gj

…

gn-1

gn 

8.2  对三角方程组 LU 分解：

令：L=

1

lj-1	 1

	 lj	 1

		  	

			   ln-1	 1

				    ln	 1

    U=

u0	 b0

	 uj-1	 bj-1

		  uj	 bj

			   	

				    un-1	 bn-1

					     un

则有 LU 分解：

e0=1·uj

aj=lj·uj-1

ej=lj·bj-1+1·uj

u0=e0

lj=aj/uj-1

uj=ej-lj·bj-1

    j=1，2，...，n

注意：若数组序号从 1 起算的，u0 及 b0 应改为 u1 及 b1。



·18·
三次样条插值三转角法（m 法）

——以一阶导数为参数

2021 年 11 月
第 3 卷第 4 期

https://doi.org/10.35534/ami.0304002	 www.sciscanpub.com/journals/ami

8.3  追赶法求解 LU 矩阵分解方程组

对三角 LU 分解方程组可简写为：

LUX=G

X=U-1 L-1 G

8.3.1  追法

Y=L-1 G 

y0=g0

lj·yj-1+yj=gj

y0=g0

yj=gj-lj·yj-1                                                         j=1，2，...，n

8.3.2  赶法

X=U-1 Y

un·xn=yn

uj·xj+bj·xj+1=yj 
xn=yn/un

xj=（yj-bj·xj+1）/uj                    j=n-1，n-2，...，0

9  一般方程组 LU分解法求解

9.1  一般方程组

a0,0	 a0,1	 ...	 ...	 ...	 a0,n

a1,0	 a1,1	 ...	 ...	 ...	 a1,n

ai,0	 ai,1	 	 ...	 ...	 ai,n

…	 …	 ...	 	 …	 …

an-1,0	 an-1,1	 ...	 ...	 	 an-1,n

an,0	 an,1	 ...	 ...	 ...	 an,n

·

x0

xj-1

xj

…

xn-1

xn

=

g0

gj-1

gj

…

gn-1

gn

9.2  A=LU 分解

a0,0	 a0,1	 ...	 ...	 ...	 a0,n

a1,0	 a1,1	 ...	 ...	 ...	 a1,n

ai,0	 ai,1	 ai,i	 ai,j	 ...	 ai,n

…	 …	 …	 	 …	 …

an-1,0	 an-1,1	 ...	 ...	 	 an-1,n

an,0	 an,1	 ...	 ...	 ...	 an,n

=

1

l1,0	 1

li,0	 li,1	 1

…	 …	 …	

ln-1,0	 ln-1,1	 ...	 ...	 1

ln,0	 ln,1	 ...	 ...	 ln,n-1	 1

·

u0,0	 u0,1	 u0,2	 ...	 ...	 u0,n

	 u1,1	 u1,2	 ...	 ...	 u1,n

		  ui,j	 ui,j	 ...	 ui,n

			   	 ...	 …

				    un-1,n-1	 un-1,n

					     un,n
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则有 LU 分解通式：aij=
j

∑
k=0

 lik·ukj

当 aij 为右上角元素时（i ≤ j）：aij=
i

∑
k=0

lik·ukj=
i-1

∑
k=0

lik·ukj+lii·uij

当 aij=ait 为左下角元素时（i>j=t）：ait=
j

∑
k=0

lik·ukj=
j

∑
k=0

lik·ukj=
j-1

∑
k=0

lik·ukj+lij·ujj

即：

a0j=u0j

aij=
i-1

∑
k=0

lik·ukj+1·uij

aij=
j-1

∑
k=0

lik·ukj+lij·ujj

u0j=a0j                             j=0，...，n

uij=aij-
i-1

∑
k=0

lik·ukj             i=1，...，n        j=i，...，n

lij=（aij-
j-1

∑
k=0

lik·ukj）/ujj   j=0，...，n-1    i=j+1，...，n

具体计算应按第 1 行，第 1 列；第 2 行，第 2 列；…，的顺序计算：

1）计算第 1 行，第 1 列的 L，U：

u0j=a0j           j=0，1，...，n
li0=ai0/u00       i=1，2，...n

2）计算第 r 行，第 r 列的 L，U：

r=1，2，…，n

urj=arj-
r-1

∑
k=0

 lrk·ukj                  j=r，…，n

lir=（air-
r-1

∑
k=0

 lrk·ukj）/urr       i=r，…n

9.3  LU 分解方程组追赶法求解

一般 LU 分解方程组可简写为：

LUX=G

X=U-1·L-1 G

9.3.1  追法

Y=L-1 G

1·y0=g0

i-1

∑
j=1

lij·yj+1·yi=gi 

y0=g0

yi=gi-
i-1

∑
j=1

lij·yj           i=1，...，n



·20·
三次样条插值三转角法（m 法）

——以一阶导数为参数

2021 年 11 月
第 3 卷第 4 期

https://doi.org/10.35534/ami.0304002	 www.sciscanpub.com/journals/ami

9.3.2  赶法

x=U-1 Y

unn·xn=yn

uii·xi+
n

∑
j=i+1

uij·xj=yi

xn=yn/unn

xi=（yi-
n

∑
j=i+1

uij·xj）/uii        i=n-1，...，0
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Cubic Spline Interpolation With Three Rotation 
Angles (m Method)

—Taking the First Derivative as a Parameter

Liu Dahai
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Abstract: Cubic spline interpolation has important applications in engineering. 

Generally, there are two methods to establish spline interpolation: the three 

rotation method with the first derivative as the parameter (m method) and the 

three bending moment method with the second derivative as the parameter 

(M method). When the interpolation node equations are established, the m 

method is more simple to deal with the first kind of boundary conditions, and 

the M method is more convenient to deal with the second kind of boundary 

conditions. In order to facilitate the calculation programming, the establishment 

and solution of the nodal equations of cubic spline interpolation three rotation 

method (m method) are derived in this paper.

Key words: Cubic spline; Interpolation; Three angle method; m method; 

Computational mathematics; Equations; Solving


