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polynomial vi, vj, and dij remember the edge has a weight, and dij may consist in 

Ω = {0, 1} within the scope of the solution system of linear equations to determine. 
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directed graphs, and the method can also be extended to undirected graphs to solve 

Hamiltonian roads and circuits, euler roads and circuits and other problems.
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摘　要：对于一个给定的有向图 G，G 中两个相邻顶点 vi → vj 的路径可以用多

项式 vi → vj 来表示，并用 dij 记其边的权值，而 dij 可由在 Ω={0，1} 的范围内

解线性方程组来确定。该结果可以用来解决有向图的最短路径、关键路径等问题，

并且此方法还可推广到无向图，用来解决哈密顿道路和回路，欧拉道路和回路

等问题。
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在计算代数中一个熟知的事实是，图的染色问题可以用对应的多元多项式

的性质来刻画，从而利用 Grdbner 基给出纯代数的解决方案。对有向连通图的路

径引入一次一元多项式表示，并利用 Grdbner 基理论中的约化方法给出有向连通

图中最短路径和关键路径的求法［2］［3］，但是方法只对没有回路和平行边

的有向连通图有效，有很大局限性。

1  计算有向图中路径问题的线性代数方法

文章［2］［3］的路径定义，只对没有回路的有向连通图有效。本文给出

新定义，对一般有向图都适用（不要求连通）。Grdbner 基理论中用一次多项式

对一次多项式进行约化的过程实际上就是线性代数方程组的初等变换［2］［3］，

于是便可以得到下面计算有向图 G 中路径问题的一个方法。

1.1  有向图中路径的新定义及优缺点

图 1

定义 1　有向图 G 中，vi，vj 是相邻顶点，i ≠ j，从 vi → vj 的路径表示为：

vi-vj，其边的权值记为：dij，如图 1。5 条路径分别是：v1 -v2，v2 -v3，v3 -v4，

v1 -v4，v4 -v2，其所对应的 5 个权值分别是：d12，d23，d34，d14，d42。优点是路

径多项式来表示便于理解，方便运算，其中权值 dij 与边一一对应，又与多项式

一一对应，又有独立性，便于分离运算，同时还可知多项式与边也是一一对应的；

缺点是自循环和平行边不能用多项式表示。
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1.2  有向图中的定理及推论

定理 1　设 G 是有个 n 顶点 v1，v2，K，vn 的有向图，令 A 为所有相邻顶点

对 （vk，vl）所在给出的多项式集合，k ≠ l，dkl 为已知权值，A={Lkl =vk-vl 路径

方向为 vk → vl，k ≠ l}，任意两个顶点 vi，vj，考虑等式 vi-vj= ∑ xklLkl，并记为 （＊），

比较两端系数后得关于 xkl 的方程组 UX= ∧ ，并记为 （Ⅰ），令 Ω={0，1}（注 

1 和 2），在 Ω 范围内计算方程组（Ⅰ）的解（注 3），则以下结论成立：

（i）若方程组 （Ⅰ）无解，则 vi，vj 之间没有通路；

（ii）若方程组 （Ⅰ）有解，则 vi，vj 之间必有通路；

（iii）若 vi，vj 之间有通路，则方程组 （Ⅰ）有解　 ，且每条通路都有唯

一解与之对应；

（iv）若方程组 （Ⅰ）的某个解有若干条通路与其对应，则每条通路的所

有边权值的和均相等。

证明：

（i）由于方程组 （Ⅰ）无解，所以等式 （＊）不成立，即多项式 vi-vj 不

能表示成若干个 Lkl 的和的形式，所以不存在若干个边使 vi，vj 连通，即 vi，vj

之间没有通路。

（ii）由于方程组 （Ⅰ）有解，所以必存在若干个 xkl 使等式 （＊）成立，

即多项式 vi-vj 可以表示成若干个 Lkl 的和的形式，所以存在若干个边使 vi，vj 连通，

即 vi，vj 之间必有通路。

（iii）由于 vi，vj 之间有通路，即存在若干个边使 vi，vj 连通，所以多项式

vi-vj 可以表示成若干个 Lkl 的和的形式，即必存在若干个 xkl 使等式 （＊）成立，

所以方程组 （Ⅰ）有解；

等式 （＊）中每个系数 xkl 都与一个多项式一一对应，继而与每条边也一一

对应，每条通路都是由若干个依次连接的边组成，所以对每条通路来说，存在

一组取值唯一确定的 xkl 使等式（＊）成立，此组 xkl 恰是方程组（Ⅰ）的一个解。

（iv）由于此解中的每个 xkl 的取值都是唯一确定的，而每个系数 xkl 都与一

个多项式一一对应，继而与每条边也一一对应，所以此解决定了若干条边，又
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由于此解对应若干条通路，通路是由边依次连接而成，所以次若干条通路是由

相同的边组成，又已知每条边都与其权值 dij 一一对应，所以每条通路所有边权

值的和均相等。推论若有向图 G 中没有回路，则方程组

（Ⅰ）的解与 G 中所求通路是一一对应的。

证明：

（ ）由定理 1（iii）可知：每条通路都与唯一的解对应，充分性是显然的。

（ ）由定理 1（ii），每个解至少包含一条通路，又由于 G 中没有回路，

所以每个解中所有非零 xkl（即为 1）所对应边的连接方式只有一种，所以每个

解有且只有一条通路与之对应。

1.3  权值计算公式

设 dij 为顶点 vi，vj 之间通路的边权值的和，由路径的定义 1 和定理 1 可得， 

注：

1  本文有向图中各个概念之间的关系： 

2  Ω={0，1}，由于通路是由边依次连接而成，图中所有的边要么在此通路

中，要么不在；某条边若在通路中，其所对应 xkl 的取值为 1，否则取值为 0；

3  方程组 （Ⅰ ）的解指的是所有在 Ω={0，1} 范围内的整数解。

2　计算无向图中路径问题的线性代数方法

计算方法可以推广到无向图，由于无向图中的边没有方向，所以在有向图

中适用的路径的多项式定义要做些修改，计算方法不变。

2.1  无向图中路径的新定义及优缺点

定义 2　无向图 G 中，vi，vj 是相邻顶点，ipj，vi，vj 之间路径表示为：vi-

vj，其边的权值记为：dij，如图 2。
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图 2

5 条路径分别是：v1 -v2，v2 -v3，v3 -v4，v1 -v3，v2 -v4，其所对应的 5 个权

值分别是：d12，d23，d34，d13，d24。优点是路径多项式来表示便于理解，方便运算，

其中权值 dij 与边一一对应，又与多项式一一对应，又有独立性，便于分离运算，

同时还可知多项式与边也是一一对应的；缺点是自循环和重边不能用多项式表

示。

2.2  无向图中的定理

定理 2　设 G 是有 n 个顶点 v1，v2，K，vn 的无向图，令 A 为所有相邻顶点

对（vk，vl）所在给出的多项式集合，kpl，dkl 为已知权值，A={Lkl=vk-vl vk、vl 为

相邻项点，kpl}，vi-vAxklLkl+ ∑ ykl（-Lkl）任意两个顶点 vi、vj，ipj，Lkl ∈ A 考虑

等式 xklLkl+ ∑ （-ykl）Lkl，令 = ∑ A Lkl ∈ A Lkl ∈ A（xkl-ykl）Lklzkl=xkl-ykl，则 vi-

vj= ∑ zklLkl 并记为 Lkl ∈ A（＊＊）。

比较两端系数后得关于 xkl 的方程组 UX= ∧，并记为 （Ⅱ），令 Ω={0，1 -1}（注 

5），在 Ω 范围内计算方程组 （Ⅱ）的解（注 6），则以下结论成立：

（i）若方程组（Ⅱ）无解，则 vi，vj 之间没有通路，且 G 不是连通图；

（ii）若方程组（Ⅱ）有解，则 vi，vj 之间必有通路；

（iii）若 vi，vj 之间有通路，则方程组（Ⅱ）有解，且每条通路都有唯一解

与之对应；

（iv）若方程组 （Ⅱ）的某个解有若干条通路与其对应，则每条通路的所



·22·
有向图中的最短路径、关键路径的解决方法探析 2019 年 8 月

第 1 卷第 1 期

https://doi.org/10.35534/ami.	 www.sciscanpub.com/journals/ami

有边权值的和均相等。

证明：（i）、（ii）、（iii）、（iv）的证明与定理 1 中 （i）、（ii）、 （iii）、

（iv）的证明完全相同，其中

（i）还可以用来判断图的连通性。

2.3  权值计算公式

设 dij 为顶点 vi，vj 之间通路的边权值的和，由路径的定义 2 和定理 2 可得，

dij= ∑ xkl 

xkl ∈ Ψ dkl。

注：

4  本文无向图中各个概念之间的关系：

5  Ω={0，1，-1}，由上节中的注 2 可知：xkl ∈ {0，1，}，且在每条通路中，

每条边只能出现一次，即 xkl×ykl ≠ 1，所以 zkl=xkl-ykl ∈ {0，1，-1}。

6  方程组 （Ⅱ ）的解指的是所有在 Ω={0，1，-1} 范围内的整数解。

3　定理 1 和 2 的权值公式及推论的应用

定理 1 和 2 及推论的内容和证明过程包含了图中通路的计算方法在内，然

后利用两个权值计算公式，根据实际问题的条件，找出适合的解，继而确定通路；

在下面的应用中，对实际问题将给出详细的计算方法。

3.1  最短路径

包括某两个顶点之间的最短路径、某个顶点到其他顶点的最短路径、任意

两个顶点之间的最短路径。
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3.1.1  有向图中的最短路径

图 3

计算方法：根据定理 1，建立和求解方程组，在 Ω={0，1} 范围内有有限个解，

代入 1.3 中的权值公式，分别计算出 dij 比较大小，最小值所确定的路径就是最

短路径。例 1 如图 3。

计算 v1 到 v4 的最短路径，权值 dij 为路径长度。由于图 P1 中有回路，所以

文章［2］和［3］中应用 Grdbner 基的约化方法，不能解决此问题；本文中的方

法完全可以解决。v1 -v4 = ∑ xklLklLkl ∈ A

根 据 定 理 1 可 得 等 式 =x12（v1-v2）+x13（v1-v3）+x32（v3-v2）+x23（v2-v3）

+x34（v3-v4）+x24（v2-v4），比较两端系数可得方程组

在解方程

组，得到 6 组解，（记解为 （x12，x13，x23，x24，x32，x34 ））即 {（1，0，1，

0，0，1），（1，0，0，1，0，0），（1，0，1，1，1，0），（0，1，0，0，0，

1），（0，1，0，1，1，0），（0，1，1，0，1，1，）}

根据 1.3 中的权值公式 dij= ∑ xkldkl，分别计算 dij 出比较大小，最小值所确

定的路径就是最短路径。

3.1.2  无向图中的最短路径

计算方法：根据定理 2，建立和求解方程组，在 Ω={01，1 -1} 范围内有有
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限个解，代入 2.3 中的权值公式，分别计算出 dij 的值比较大小，最小值所确定

的路径就是最短路径。例 2 如图 2。

计算 v1 到 v4 的最短路径，权值 dij 为路径长度。由于此图为无向图，所以应

用 Grdbner 基的约化方法［2］［3］，不能解决此问题；本文中的方法完全可以解决。

根据定理 2，=z12 （v1 -v2 ）+z13 （v1 -v3 ）+z23 （v2 -v3 ）+z34 （v3 -v4 ）+z24 （v2 

-v4），比较

两端系数可得方程组， ，在 Ω={0，1，-1} 解方程组，

得到 4 组解（记解为（z12，z13，z23，z24，z34）），即（1，0，0，1，0），（1，

0，1，0，1），（0，1，0，0，1），（0，1，-1，1，0）。

根据 2.3 中的权值公式 dij zkl dkl，分别计算出 dij 比较大小，最小值所确定的

路径就是最短路径。

3.2  关键路径

带权有向连通图，一般约定没有回路和平行边，此图有且只有一个引入次

数为 0 的顶点，记为始点；有且只有一个引出次数为 0 的顶点，记为终点。关

键路径指的是从始点到终点边权值的和最大的路径。

计算方法：根据定理 1，建立和求解方程组，在 Ω={0，1} 范围内有有限个解，

又由推论可知，解与路径一一对应，把每个解都代入 1.3 中的权值公式，分别计

算出 dij 比较大小，最大值所确定的路径就是关键路径。例 3 如图 4。
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图 4

计算 v1 到 v4 的关键路径，权值 dij 为路径长度、时间、费用等。 v1 -v4 

= ∑ xklLklLkl ∈ A

根据定理 1 可得等式 =x12 （v1 -v2 ）+x13 （v1 -v3 ）+x32 （v3 -v2 ）+x34 （v3 

-v4 ）+x24 （v2 -v4），比较两端系数可得方程组 ，在 Ω={0，1}

解方程组，得到 3 组解（记解为 （x12，x13，x24，x32，x34 ）），即 {（1，0，1，0，0），（0，1，

0，0，1），（0，1，0，1，1）} 根据 1.3 中的权值公式 dij= ∑ xkldklxkl ∈ Ψ，分

别计算出 dij 比较大小，最大值所确定的路径就是关键路径。

3.3  哈密顿道路和回路

本文方法可以用来判断图中任意两点之间是否存在哈密顿道路并找出，也

可以用来寻找图中的哈密顿回路（注 7）。无向图 G 有 n1 个顶点，n2 条边。

3.3.1  哈密顿道路

从某个顶点出发，经过所有顶点（有且只有一次）的初级道路。计算方

法：根据定理 2，令 vi-vj= ∑ zklLkl ∈ ALkl 中 i ≠ j，比较两端系数，可得方程组

UZ= ∧ ，并求解，在 Ψ={0，1，-1} 范围内有有限个解。若一个解中非零坐标（即

为 1 或 -1）个数的和为 n1 -1，且此解所对应的边能依次连接成一条完整的通路，

即为哈密顿道路。

3.3.2  哈密顿回路

从某个顶点出发，经过所有顶点（有且只有一次）的初级回路。

计算方法：根据定理 2，令 vi-vj=Lkl ∑∈ AzklLkl 中 i=j，比较两端系数，可得

方程组 UZ=0，并求解，在 Ω={01，1 -1} 范围内有有限个解。若一个解中非零

坐标（即为 1 或 -1）个数的和为，且此解所对应的边能依次连接成一条完整的

回路，即为哈密顿回路，同时还可以通过计算边权值的和给出最优的哈密顿回路。

注 7　若方程组的每个解所有非零坐标个数的和均不为 n1 -1，则此图中 vi，
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vj 之间不存在哈密顿道路；若方程组的每个解所有非零坐标个数的和均不为 n1，

则此图中不存在哈密顿回路。

例 4（1）定义 2 中的图 2，计算 v1 到 v4 的哈密顿道路。根据方程组的解和

无向图中哈密顿道路的计算方法可知，（1，0，1，0，1）和 （0，1，1，1，0）

所对应的边可分别依次连接成完整的通路，两条都是哈密顿道路，进一步还可

以根据边权值的和找出最优的哈密顿道路。例 4（2）如图 5。

图 5

找出此图中所有的哈密顿回路，若有多条，给出最优的回路。

根据定理 2 和计算方法可得：

整理后得方程组 在 Ω={0，1，-1} 解方程组，得到 16 组

解 （记解为（z12，z16，z23，z26，z34，z35，z45，z56 ）），即 {（-1，1，-1，0，-1，

0，-1，-1），（0，0，-1，1，0，-1，0，1），（0，0，0，0，1，-1，1，0），

（0，0，1，-1，1，0，1，1），（0，0，0，0，-1，1，-1，0），（0，0，-1，

1，-1，0，-1，-1），（1，-1，0，1，0，0，0，0），（1，-1，1，0，0，1，

0，1），（1，-1，1，0，1，0，1，1），（-1，1，-1，0，0，-1，0，-1），
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（1，-1，0，1，-1，1，-1，0），（-1，1，0，-1，0，0，0，0），（1，-1，0，1，

1，-1，1，0），（-1，1，0，-1，1，-1，1，0），（-1，1，0，-1，-1，1，-1，

0），（0，0，1，-1，0，1，0，1）} 考察所有解，可知：（1，-1，1，0，1，0，

1，1）和 （-1，1，-1，0，-1，0，-1，-1）所确定的两条回路都是哈密顿回路，

并且这两个回路都由相同的边组成，只是顺序相反。

3.4  欧拉道路和回路

本文方法可以用来判断图中任意两点之间是否存在欧拉道路并找出，也可

以用来寻找图中的欧拉回路（注 8）。无向图 G 有 n1 个顶点，n2 条边。

3.4.1  欧拉道路

从某个顶点出发，经过所有边（有且只有一次）的简单道路。计算方法：

根据定理 2，令 vi-vj= ∑
Lkl ∈ A

zkl 

Lkl 中 i ≠ j，比较两端系数，可得方程组 UZ= ∧，并求解，在 Ω={0，1，-1}

范围内有有限个解。若一个解中非零坐标（即为 1 或 -1）个数的和为 n2，且此

解所对应的边能依次连接成一条完整的通路，即为欧拉道路。

3.4.2  欧拉回路

从某个顶点出发，经过所有边（有且只有一次）的简单回路。计算方法：

根据定理 2，令 vi-vj= ∑
Lkl ∈ A

zkl 

Lkl 中 i=j，比较两端系数，可得方程组 UZ=0，并求解，在 Ω={0，1，-1} 范

围内有有限个解。若一个解中非零坐标（即为 1 或 -1）个数的和为 n2，且此解

所对应的边能依次连接成一条完整的回路，即为欧拉回路。

注 8　若方程组的每个解所有非零坐标个数的和均不为 n2，则此图中 vi，vj

之间不存在欧拉道路；若方程组的每个解所有非零坐标个数的和均不为 n2，则

此图中不存在欧拉回路。

例 5（1）定义 2 中的图 2，计算 v1 到 v4 的欧拉道路。根据方程组的解和无

向图中欧拉道路的计算方法可知，方程组的每个解中非零坐标个数的和都小于

n2，所以此图中 vi，vj 之间不存在欧拉道路。

在例 4（2）中，根据方程组的解和无向图中欧拉回路的计算方法可知，方



·28·
有向图中的最短路径、关键路径的解决方法探析 2019 年 8 月

第 1 卷第 1 期

https://doi.org/10.35534/ami.	 www.sciscanpub.com/journals/ami

程组的每个解中非零坐标个数的和都小于 n2，所以此图中不存在欧拉回路。

本方法也可以用来解决图论中的旅行商、邮路等其他路径问题，但是要根

据实际条件做些调整。本方法的要点是建立和求解方程组，然后根据解和通路

的关系、权值的比较，得到所需结果。
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