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摘　要：利用经典概率论中的概率测度的方法，给出了一种扭曲概率测度所具

有的一些性质。 
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非可加测度（也称模糊测度，容度）在非线性研究中是一种十分重要的工具。

众所周知，在处理随机现象

时，线性数学期望是十分有力的工具，但是还有很多不确定的现象用线性

的数学期望是很难解释的，如 Allais 悖论［1］。为了解决线性数学期望在处理

这类现象的不足，数学家们引入了非可加测度［2］［3］，进而也就产生了非

线性数学期望。

本文研究了一种扭曲概率测度，其是基于 Choquet 定义的非可加测度基础上

的，并根据经典概率论中的

概率测度的方法，讨论了它所具有的一些相应的性质。

1  基本概念及相关引理

1.1  集函数的有关概念

定义 1［4］　设 Ψ 是一个非空集合，F 是由 Ψ 的某些子集构成的 σ- 代

数，μ 为 F 上的一个单调集函数。如果 A，B ∈ F，A ∩ B ∈ F，A ∪ B ∈ F，
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则有 μ（A ∪ B）+μ（A ∩ B）≤ （≥）μ（A）+μ（B），则称 μ 是次（超 

）模集函数；如果 μ 既是次模集函数又是超模集函数，则称 μ 是模函数。

定义 2［5］　（下方连续性 ）设 μ 是一个单调集函数，若 {An：n ≥ 1} F，

An ← A（n※ ∞），其中 A ∈ F，有 lim
n※ ∞

μ（An）=μ（lim
n※ ∞

An）=μ（A），则

称 μ 为下方连续的。

定义 3［5］　（上方连续性 ）设 μ 是一个单调集函数，若 {An：n ≥ 1} F，

An ↑ A（n※ ∞），其中 A ∈ F，并且存在一个 m ∈ N 使得 μ（Am）<+ ∞，

有 lim
n※ ∞

μμ（An）=μ（lim
n※ ∞

μAn）=μ（A），则称 μ 为上方连续的。

1.2  Choquet 积分及其性质

定义 4［4］　（伪逆函数）设 I 是 R 的一个（开，闭，半开 ）区间，f：

I※R 为一个 I 上的递减函数。a=inf{x：x ∈ I}，J=[infx ∈ If（x），supx ∈ If（x）]，

则一定存在一个相应的递减函数 G：J※R 使得 a ∨ sup{x：f（x）>y} ≤ g（y）

≤ a ∨ sup{x：f（x）≥ y}。我们称 g 为 f 的伪逆函数，记作 f。特别地，如果 f（x）

为 f 的连续点，则 f（f（x））=x。

引理 1［4］　1）对于一个递减函数 f：R+※R+ 且 limf（x）=0，则 f 的任

意一个伪逆 f， 有 fdy=dx，

x※ ∞

其中通过对 x>f（0）时，令 f（x）=0，从而把 f 的定义域从 [ 0，f（0）] 扩

张到 R+。

2） 对 于 一 个 递 减 函 数 f[0，b]※R，0 <b< ∞， 则 f 的 任 意 一 个 伪 逆 f 有

dx= dy+（f（y）-b）dy，其中通过对 x>f（0）时，令 f（x）=0；x<f（b）

时，令 f（x）=f（b），从而把 f 的定义域从 [f（b），f（0）] 扩张到 R。

定义 5［4］　设 μ 是一个定义在 F 上单调集函数，X 是可测空间 （Ψ，F）

上的一个随机变量，我们定义 Gμ，X（x）：=μ（X>x），x ∈ R。那么显然函数

G 是关于 x 的单调减函数。由定义 4 知的 G 伪逆函数 G：[0，μ（Ψ）]※R 如

下 sup{x Gμ，X（x）>y} ≤ Gμ，X（y）≤ sup{x Gμ，X（x）≥ y}，y ∈ [ 0，μ（Ψ）]。

定 义 6　（Choquet 积 分 ） 设 μ 是 一 个 定 义 在 F 上 的 单 调 集 函 数，X：
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Ψ※R 为一个 F- 可测函数。若∫ Xdμ：＝ dx。在 R 中取值，则称这

个积分为 X 关于 μ 的 Choquet 积分。

注 1　由引理 1 知，如果 X ≥ 0，则∫ Xdμ：＝ dx；如果 μ（Ψ）

< ∞，则∫ Xdμ：＝ dx+ dx。特别地，如果 μ 为概

率测度 P，X 为一个随机变量，则有∫ Xdμ：＝ dx+

dx。

注 2　若 a>1，我们记 MX：=GP，X X-MX dP。当 a=2 时，MX 简记为 MX，

并称

之为 X 的中位数；τX
2 简记为 τX，并称之为 X 的绝对偏差的平均值。

引理 2［4］　（Choquet 积分性质）设 μ 是一个定义在集系 S 2Ψ 上的单调

集函数，其中 2Ψ 为 Ψ 的所有子集构成的集族。X，Y：Ψ※R 为 S- 可测函数，

则

1）∫ IAdμ=μ（A），A ∈ S；　　　　　 2）∫ cXdμ=c ∫ Xdμ，c ≥ 0；

3）如果 X ≤ Y，则∫ Xdμ ≤∫ Ydμ； 4）∫（X+c）∫ dμ= ∫ Xdμ+cμ（Ψ），

c ∈ R。

1.3　扭曲概率测度与积分的定义

定义 7　令 P 为定义在测度空间（Ψ，F）上的概率测度。γ[0，1]※[ 0，1]，

其为一单调增加的可测函数，且有 γ（0）=0，γ（1）=1。则定义 μ：=γ P，

即 A ∈ F，μ（A）=（γ P）（A）=γ（P（A）），称其为测度空间 （Ψ，F）

上的一个扭曲概率测度，其中 γ 为相应的扭曲。扭曲概率测度 μ 是一种非可

加的概率测度。

定 义 8　 测 度 空 间 （Ψ，F） 上 的 可 测 函 数 X 关 于 扭 曲 概 率 测 度 μ

的 Choquet 积 分 为 ∫ Xdμ：= dx， 从 而 可 由 注 1 知

- ∫ Xdμ：=dx+dx。

下面主要讨论扭曲概率测度与相应的 Choquet 积分的一些性质。
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2　主要结果

定理 1　设 μ 为一扭曲概率测度。若 γ 为一凹（凸 ）函数，则 μ 为次模（超

模 ）集函数。

证明　令 A，B ∈ F，a：=P（A），b：=P（B），c：=P（A ∩ B），d：=P（A ∪ B）。

则 c ≤ a ≤ b ≤ d。由概率测度 P 的模性，即 P（A ∪ B）+P（A ∩ B）=P（A）

+P（B），可知 c+d=a+b，进而有 a-c=d-b。再由 γ 是凹函数知 γ（d）-γ（b）

≤ γ（a）-γ（c）。从而有 γ（c）+γ（d）≤ γ（a）+γ（b），即 μ（A ∩ B）

+μ（A ∪ d-b a-cB）≤ μ（A）+μ（B），故 μ 为一次模集函数。

同理可证，若 γ 为一凸函数，则 μ 为超模集函数。

定理 2　1）μ 为模的当且仅当 μ 为可加的；2）μ 为 σ- 可加的当且仅当

μ 为可加的且下方连续。

证明　1）A，B ∈ F，A ∩ B ∈ F，A ∪ B ∈ F，由 μ 为模的可知 μ（A ∪ B）

+μ（A ∩ B）=μ（A）+μ（B）。 再若 A ∩ B=Υ，而 Υ ∈ F。则有 μ（A ∪ B）

=μ（A）+μ（B），从而 μ 为可加的；另一方面，若 μ 为可加的，即

 A，B ∈ F，A ∩ B=Υ，A ∪ B ∈ F，则有 μ（A ∪ B）=μ（A）+μ（B）。

对于 A，B ∈ F，A ∩ B ∈ F，A ∪ B ∈ F，μ（A ∪ B）=μ（A ∪（B-A ∩ B））

=μ（A）+μ（B-A ∩ B）=μ（A）+μ（B）-μ（A ∩ B）， 故 有 μ（A 

∪ B）+μ（A ∩ B）=μ（A）+μ（B），从而 μ 为模的。

2）μ 为 σ- 可加的，即 An ∈ F，n=1，2，…，两两不交，F，

有 = An。 令 A3 =A4=…=， 则 有 A1，A2 ∈ F，A1 ∩ A2 =，μ（A1 

∪ B1）=μ（A1）+μ（B1），即 μ 为可加的；若令 A0 =Υ，An

∈ F，n ∈ N，An ← An，则有 lim
n※ ∞

μ（An）=lim
n※ ∞

∑ 1μ（Ak Ak-1 ）= ∑
k=1

μ（Ak 

Ak-1）（Ak Ak-1）

An），即 μ 为下方连续的。另一方面，An ∈ F，n=1，2，…，两两不交，

 F。令 B1 =A1，B2 =A1 ∪ A2，…，Bk=A1 ∪ A2…∪ Ak，…，Bk ∈ F，k=1，2，…，
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Bk ← 为可加的且下方连续，可知 =

可加的。

定理 3　（极限性质）对于 F 中任何不降集列 {An}（即 An ∈ F，且 An ←）

且若 γ 为一连续的单调增加的可测函数。则有 lim（γ P）（An）=（γ P）（∪

（∞）An）。同理对于 F 中任何不升集列 {An}（即 An ∈ F，且 An ↑）且 n※ ∞ 

n=1 存 在 m ∈ N 使 （γ P）（Am）< ∞。 则 有 lim
n※ ∞

（γ P）（An）=（γ P）

。

证明　由概率测度 P 的上、下连续性可知

lim
n※ ∞

（γ P）（γ P）；

lim
n※ ∞

（γ P）（An）=lim
n※ ∞

γ（P（An））=γ（lim
n※ ∞

P（An））=γ（P（n= ∩ 1 

An））=（γ P）（n= ∩ 1 An）。

注 3　若 γn（x），γ（x）分别为 [ 0，1] 上的扭曲函数列与扭曲函数，一

定存在满足如下关系的函数列 γn（x）与极限函数 γ（x），lim
n※ ∞

γn（P（A））

=γ（P（A）），A ∈ F。

定理 4　若 A，B ∈ 2Ψ，则有∫（1A+1B）dμ=μ（A ∪ B）+μ（A ∩ B）。

证明　由定义 8 知

因 此， 由 定 义 8 及 注 1 可 知，A，B ∈ 2Ψ， ∫（1A+1B）dμ=  

。

定理 5　设 a>1，扭曲函数 γ（t）：=1 ∧ at，t ∈ [ 0，1]。μ：=γ P，X，

Y 为测度空间（Ψ，F）上的随

机 变 量， 则 有 ； 特 别 地， 我

们 有 ， 因 此 τX 与 MX 的 具 体 取 值 无 关；

。
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证明　（H1）利用注 2 中 τa
X 的定义与引理 2，将需要证明的等式变形：

令 Y：=X-MaX，我们需要证明：

  （1）

而 （1）的右边等于

； （2）

（1） 的 左 边 等 于 2

。 由 Y：=X-MaX 与 MaX 的 定 义 可 知： 对 任 意 的 x<0，y>0， 我 们

有 P（Y>x）=P（X-MaX>x）=P（X>x+MaX） ≥ P（X>MaX）； 而 P（X>MaX）

=GP，X（MaX）=1/a， 所 以 P（Y>x） ≥ 1/a，x<0。 同 理 P（Y>y） ≤ 1/a，

y>0。 因 此

。从而

  （3）

又因为

（4）

结合等式 （2）、（3）、（4），等式 （1）成立，从而 （H1）成立。

注 4　此结果表明，对于一般的 a>1，τaX 与 MaX 的具体取值有关。当 a=2 时，

我们显然有 τX= ∫ Xdμ ∫ XdP，此时，τX 显然与 MX 的具体取值无关。

（H2）由 τX 的定义可知“左边≥右边”。对任意的 b ∈ R，由定理的第 （H1）

部分及引理 2 可知 τX= ∫ Xdμ- ∫ XdP= ∫（X-b）dμ- ∫（X-b）dP。所以

等价地我们需要证明：对任意的 b ∈ R，

 ∫（X-b）dμ ≤∫（X-b）dP+ ∫ X-b dP （5）

记 Y：=X-b，则 （5）的右边
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 ∫（X-b）dP+ ∫ X-b dP= ∫ YdP+ ∫ Y dP=2 ∫ Y+dP； （6）

另一方面，（5）的左边

        （7）

结合 （6）、（7），不等式 （5）成立。从而 （H2）成立。

（H3） 对 随 机 变 量 X，Y， 由 τX，τY 的 定 义 可 知 τX= ∫ X-MX dP，

τY= ∫ Y-MY dP。而由定理的第 （H2）部分可知 τX+Y ≤∫ X+Y-（MX+MY）

dP ≤∫ X-MX dP+ ∫ Y-MY dP=τX+τY。从而定理证明完毕。 
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