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Abstract: New set theory paradox is given in this paper. The existence of a set theory 

model is proved, where exists an infinite descending outer sequence with respect to 

∈ relation of the model. This paper also proves that this kind of sequences may be 

inserted into well-ordered sets and classes like ω, ω1 , the class of all ordinal numbers 

ON and the class of all cardinal numbers N of the new model. It is also possible to 

insert such a sequence into the end section of an uncountable ascending sequence with 

respect to ∈ relation of the model like ω1. This paper for the first time defines and 

gives an example for an outer set that is not an inner set in a set theory model.
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摘  要：给出一个新的集合论悖论。用模型论方法证明了非良基性的集合论模

型的存在性。这个模型中存在对∈关系下降的无限元素外序列。还证明可以存

在集合论模型，其中 ω，ω1 等集合，ON 和 N 等类的内部都存在对∈关系无

限递降的元素外序列。这种对∈关系是无限递降的外序列还可以插入于一个没

有可数共尾的对∈是上升的序列的后面，插入后成为同名集合的一部分。用这

种模型第一次定义并给出了外集合不是内集合的例子。
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1  集合论的新悖论

很多人认为在一个集合论模型中的序数从 0，1，2…，n…开始，下面的

第 一 个 序 数 是 ω。 接 下 来 的 序 数 是：ω+1，。 然 后 是 2ω， …，3ω， …，

ωω…，直到 ω1，ω2…，ωω。它们被认为是最遵守良基性原则的。也就

是说在序数中不存在集合序列 f，f 是 ω 上的函数，使得 f‘（n+1）∈ f‘n，

f‘n ∈ ω，这里面 f 是一个序数的序列。实际的情况却恰好相反。我们用模型

论的方法证明了非良基的集合论模型的存在性，也就是说存在集合论模型，其

中存在对∈关系是下降的无限元素外序列。我们还证明了可以存在集合论模型

其中 ω，ω1 等集合，ON 和 N 等类的内部都存在着对∈关系是无限递降的元素

外序列。这种对∈关系是无限递降的元素外序列还可以插入于一个没有可数共

尾的对∈是上升的序列的后面，插入之后成为同名集合的一部分。这个悖论说

明了集合论公理中关于良基性的规定并不能限制集合论模型一定是良基的。利

用这种模型我们还第一次定义并且给出了外集合不是内集合的例子。下面我就

来研究这种模型。

集合论是一切数学的基础，所有数学对象都可以用集合论来定义，因此我

们必须用集合论来研究集合论。在进入形式集合论之前我们需要一个普通集合

论模型来作为讨论的环境。我们承认所有普通集合论中的定理。例如：所有在

大学课本中常见的集合论定理（其中也包括实数集合是不可数的，序数类是良

序的等等）。文中经常提到普通自然数就是我们工作环境中的自然数，要将它

们与模型中的自然数区分开来。

2  良基性定理与非良基的集合论模型

我们知道良基性是集合论的重要基础。为了要更好地讨论良基性我们在这

里节引了 God ∈ l 的形式集合论系统［1］。我们使用这个系统是因为它比其他

的系统简洁，并且够用。

集合论的语言 L 含有 2 个一元关系 LFG 和一个二元关系 X ∈ Y，大写英

文字母 X，Y，Z…表示类，小写英文字母 x，y，x，…表示集合，整个系统叫做
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以上所列出的形式梊合论系统记作 LFG。由于 Godel 已经把他的定理演绎

得很完整，我们就不在这里展开了。这里我们直接引用他的记号和定理。Godel 

在他的书中并没写出他引进集合记号的过程，我们可用一般逻辑书中的增加常

量记号的办法来加以处理． 这样一来语言就膨胀了。令 L ＝ LU { C。，C1， 

… }。将 L 的全部存在形公式列出如下：

 

再增加如下的公理：

 

加上原来的系统所组成新的形式集合论系统 LFG+，这样一来每个集合论中

能证明是存在唯一的集合或类 就有了它的记号，其中包括了 ω，ω1 等基数集合，

全体序数所作成的类 ON 和全体基数所作成的类 N 等，对这些集合与类我们仍

沿用他们原来的记号． 

上面我们介绍了形式集合论系统 LFG+。在下面的讨论中会出现同一个概念

的 3 个不同层次的实现的问题。我们的工作环境就是我们普通所理解的集合论。

我们的工作环境中有它的 0，1，…，ω，ω1 等基数集合，全体序数所作

成的类 ON 和全体基数所作成的类 N 等。我们把它们写成 0
~        

，1
~

…，ω~，ω1
~，

ON
~

和 N
~

等。这个工作环境当然也可以看成是一个集合论模型，一般地我们认为
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这是一个常规的集合论模型。也就是不存在对∈关系是无限递降的元素序列并

且 an 是由不可数多个元素来组成的模型。而其他模型就都是在这个工作环境中

构造出来的。第 2 个层次是 LFG+ 的记号，我们就直接使用记号 0，1，…，ω，

ω1，ON 和 N 等。在定理中当我们谈到集合论模型时，就是指 LFG+ 的模型。

当我们构造这些模型时，在我们的模型中也有与上述记号相应的元素。我们把

模型中的集合与类记成 x~ 和 X
~

。所以在模型中我们把与上述记号相应的集合与类

写成 0
~        
，1

~
…，ω~，ω1

~，ON
~

和 N
~

等。

定理 1（良基性定理）

 

以上用的是文献［1］的内定理记号，它的含义是不存在集合序列 A，A 是

ω 上的函数，使得 A'（n+1）∈ A'n，n ∈ ω，这里面 A 是一个内序列。

证明  定理的证明可以直接由公理 D 得出。公理 D 说：任意非空集合 X 存

在一个元素 a，a 与 X 不相交。而使得 A'（n+I）∈ A'n，n ∈ ω 的集合序列 A

如果存在，那么把它们放在一起组成一个集合 B=A'n。

在集合 B 中不存在与集合 B 不相交的元素，与公理 D 发生矛盾，所以定理

得证。

良基性定理是集合论的奠基性定理之一。人们希望有了这个定理就能保证

集合是建立在健康的基础之上。也就是说希望集合论模型是像良基性原则所规

定的那样不存在无限多个向下的∈元素序列。 但是这个愿望并没有能够实现。

恰恰相反，答案是否定的，下面的定理就来讨论这个问题

定理 2（非良基集合论模型存在定理）存在一个集合论模型 ，其中存在集

合外序列： ，使得 。这里 n ∈ ω 是工作环境中的

自然数而不是模型中的自然数 n ∈ ω 而∈则是模型中的“属于”关系。

证 明 以 TH+ 表 示 LFG 的 全 部 定 理 所 组 成 的 理 论， 再 选 取 一

个 全 部 由 新 常 数 所 组 成 的 集 合 C=｛C
~

0，C
~

1…｝。 构 造 下 面 的 理 论

。

这里 n ∈ ω 看成是工作环境中的自然数。容易证明如果 TH+ 是和谐的，
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那么 T 也是和谐的。因为设 T’为 T 的任意有限子集。T’中所出现的全部新常

数为 C
~

i1，…C
~

ik 可以在 LFG+ 的任意一个模型中用其中的有限个自然数来解释

C
~

i1，…C
~

ik 元，使 T 得到满足。所以 T' 有模型 G’。由模型论［2］中的紧致性

定理知 T 也是和谐的。于是 T 有模型 保证了 是满足 LFG+ 的集合

论模型。在模型 中用来解释 C
~

0，C
~

1 的元素 。

这样一来一个新的悖论诞生了：它就是存在实际上是非良基的集合论模型，

而这个模型的理论中却有良基性定理。对这个新的悖论我们给出如下的解释：

1）和 Skolem 悖论一样，定理 1 是集合论的内定理，而定理 2 是集合论的外

定理，定理中的 不是集合模型的内序列而是一个外序列。所以 2 个定

理是可以兼容的。

2）集合论模型不是像我们所想象的那样简单。尤其是其中的结构不是只存

在一个一个地向上的∈关系，向下只能追溯到空集。而却是也可能存在向下的 E

无限外序列。

3）虽然在模型 G 中存在着向下的∈无限外序列。这只是一个从外部看的序

列。它们应该是不能组成一个真正是建立在而之上的内部函数序列，因为集合

论具有良基性的内定理。因此这个外部序列 满足 在模型

内部是如何构成的尚需进一步探讨。

3  非良基的集合论模型的精确化

上一节我们构造了一个非良基的集合论模型使其中出现了一个对∈ 是向下

的无限外序列．那么这个元素序列能不能组成一个真正是建立在 ω 之上的内部

函数序列呢？如果它们组成一个这样的序列，那么就 和良基性定理产生了矛盾

了．但是如果我们从一开始 就把他们放在一个序列里结果又会怎么样呢？下面

我们就来构造这样的模型

定理 3 （ 局部非良基的集合序列存在定理） 存在一个集合论模型 ，其中

存在集合序列： ，满足 ，其中 n=0，1。。。

是模型中的自然数．

证明 以 TH+ 表示 LFG+ 的理论如前，再选取一个新常数 C。构造下面的理
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论

这里 n ∈ ω 看成是 LFG+ 中的自然数记号，只有这样才能保证上列 T 是由

式子来组成．仿前证明如果 TH+ 是和谐的，那么 T 也是和谐的．因为设 T’为 

T 的任意有限子集．不妨设 TH+， 已经在 T’年，全部其他式子为 C'（i1）

∈ C' （i1+1），…C'（ik）∈ C'（ik+1）。可以在 LFG+ 的一个模型 中构造一

个从 ω 到 ω 的函数，用其中的有限个自然数来解释 C'（i1）…，C'（ik），使 T'

得到满足．所以 T' 有模型 。 由模型论［2］ 中的紧致性定理知 T 也是和谐的

．于是 T 有模型 。在模型 中用来解释 C 的元素 A 满足 ，｛A'n ∈ A'n+1，

n ∈ 0，1，…｝。

在模型 中元素 A'n；n ∈ 0，1，…是不是一个向下的无限∈序列呢？如果

是的话，那么这会不会与良基性定理产生矛盾呢？其实 A'n；n ∈ 0，1，…的确

是一个向下的无限 E 序列，但是它仍然是一个外序列。所以仍然不会与良基性

定理产生矛盾。因为定理中不能排除在 A''ω 中除了 A'n；n ∈ 0，1，…之外另

有其他元素 b，使得 b ∩ 0 A'0= 。也就是说在模型 中的集合 ω 并不是只由 0，

1，…来组成的，而还会有其他的不同元素，关于这一点可以参考非标准数论中

的说明。

推论 1 定理 3 中的｛0，1，…｝在模型 中不组成集合。

证明假设｛0，1，…｝组成 的集合 B 那么 B 对函数 A 的像 A''B 组成 A'n；n 

= 0，1，…是一个向下的无限∈序列，但是它是一个内序列，与定理 1 产生矛盾。

所以｛0，1，…｝不能组成 的集合。

定义 外集合是指工作环境的集合，内集合是指模型里的集合。

可以给出｛0，1，…｝作为外集合的证明，推论 1 也就给出了外集合不是

内集合的例子。也就是说一个内集合的某些元素，从工作环境的角度来看，它

们组成一个集合，但是在模型中它们并不组成集合。

定理 4 定理 3 中的｛0，1，…｝在工作环境中组成集合。

证明 我们只能用外定义来进行工作。首先定义自然数记号集 Na，这是可以

用归纳法来完成。 再定义每一个 x ∈ Na 在模型 中的实现它们的总体就组成
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集合｛0，1，…｝。

4  非良基集合论模型中的良序集与类

在文献［1］的集合论系统 LFG 中定义了很多对∈关系是良序的集与类，

例如 ω，ω1 等基数，全体序数所作成的类 ON 和全体基数所作成的类 N 等。这

些良序的集与类被认为是最遵守良基性原则的。当然这是从内定理的角度来说

的。那么在集合论模型中它们会不会也很遵守良基性原则呢。其答案也是否定的。

为此我们将上一节的定理做一个推广。

定理 5（良基类与非良基类的转换定理）设 A 是一个可定义类，如果存在一

个集合论模型 ，其中 A 满足良基性原则并且存在对∈关系上升的无限元素序

列。那么存在一个集合论模型 ，其中 A 存在元素序列： 满足

其中 是工作环境中的自然数而不是模型中的自然数。

证明 以 TH+ 表示 LFG+ 的理论如前，再选取一个全部由新常数所组成的集

合 C=｛C0
~，C1

~，…。构造下面的理论

容易证明如果 TH+ 是和谐的，那么 T 也是和谐的。因为设 T’为 T 的任意

有限子集。T’中所出现的全部新常数为 Ci1
~…，Cik

~。可以在模型 G' 中用其中 A

的有限个对∈关系上升的无限序列中的元素来解释 Ci1
~…，Cik

~，使 T’得到满足。

所以 T' 有模型 。由模型论 中的紧致性定理知 T 也是和谐的。于是 T 有模型

。。

在模型 中用来解释 C0
~，C1

~，…的元素 a0
~——，—a1

~——  满足

以上的插入过程是只针对一个集合进行插入，对多个集合同时进行插入这

种序列也是可以做到的，我们这里不再多加讨论。这样一来我们找到了集合论

模型 其中 ω，ω1 等集合，ON 和 N 等类的内部都可以存在着对∈关系是无限递

降的元素序列。原来我们认为集合论模型中的序数是最遵守良基性原则的。而

现在在它们之间插入了一些对 E 关系是下降的无限元素序列，顺序就完全被搞

乱了。还有人会说这个对 E 关系是无限递降的元素序列如果插入于 ω 的后段也
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就同时被插入于 ω1，ON 和 N 等集合与类，因为 ω 是 ω1，ON 和 N 等集合与

类的前段。是否可以将这种对∈关系是无限递降的元素序列插入于一个不可数

的上升序列之后段呢？我们知道 ω1 不存在共尾的可数上升序列，那么能不能插

入一个对∈关系是无限递降的元素序列于 ω1 的不可数多个元素之后使插入之后

所得到的模型中这个元素仍然是 ω1 ？答案是肯定的，但是办法要稍微复杂一点。

定理 6（下降的∈序列的定点插入定理）设 是常规集合论模型。那么存在

一个集合论模型 ，其中有一个对∈关系下降的无限元素序列 被插入

于可的不可数多个元素的后面。它们同属于新模型 中的 1。

证明 选取一个新常数集合

以它们代表 G' 中 ω1' 的元素。将 G' 膨胀成为

的模型 。以 TH’表示 的理论，再选取一个新常数集合 C=｛C0
~，

C1
~…｝构造下面的理论

可以证明 T 是和谐的。因为设 T’为 T 的任意有限子集。T’中所出现的

全部新常数为 Ci1
~…，Cik

~，da1'，…dam'。可以在模型 中的 ω1' 里最大的 daj'；

所对应的元素之后找到有限个符合良序性的元素来解释 Ci1
~…，Cik

~，使 T’得

到满足。所以 T' 有模型 。由模型论［2］中的紧致性定理知 T 也是和谐

的。于是 T 有模型 。由模型 中用来解释 C
~

0，C
~

1…的元素 满足

并且被插入于 的不可数多个元素的后面。模型 还可以

归约成为 L 的模型 G。，而上述下降序列的性质是不会随模型的归约而改变。

当然除了上述被插入于 的不可数元素序列的后面的元素 之外也

会带来其他的元素，我们在这里不再加以讨论。

5  结论

自从 Hilbert 创导建立形式化的公理系统以来，很多数学分支都建立了这样
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的系统。在所有常见的数学系统之中，形式化的公理和这个数学系统本身一般

地是没有什么相悖的现象的。但是形式化的公理系统用来研究集合论系统时就

会有些不可思议的问题出现。Skolem 发现可以存在可数的集合论模型，而这个

模型中却存在不可数的集合。Skolem 悖论说明了集合论公理中关于不可数集合

存在性的规定并不能限制集合论模型一定是由不可数个元素来组成。我们在文

献［3］里研究了这种模型，并提出了虚拟实数的概念。虚拟实数就像银行中的

虚拟货币，你可用它来买东西，它可从一个户头转拨到另一个户头，但是钱的

实体是不存在的。本文给出了一个新的集合论悖论：我们证明了非良基性的集

合论模型的存在性，也就是说存在集合论模型，其中存在对∈关系是下降的无

限元素外序列。我们还证明了可以存在集合论模型其中 ω，ω1 等集合，ON 和

N 等类的内部都存在着对∈关系是无限递降的元素外序列。这种对∈关系是无

限递降的元素外序列还可以插入于一个没有可数共尾的对∈是上升的序列的后

面，插入之后成为同名集合的一部分。用这种模型我们还给出了外集合不是内

集合的例子。
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